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Streszczenie

Tematem rozprawy doktorskiej s3 teoretyczne badania wpltywu oddziatywari wielocialowych na wta-
snosci statyczne i dynamiczne zerowych modéw Majorany, zrealizowanych w ukladach bezspinowych fer-
miondw opisanych zmodyfikowanymi modelami Kitaeva.

Jednym z najwazniejszych wynikéw rozprawy jest algorytm umozliwiajacy identyfikacje zerowych mo-
déw Majorany dla dowolnego hamiltonianu, réwniez z oddzialywaniami wielociatowymi. Algorytm przete-
stowano, w pierwszej kolejnoéci poréwnujac otrzymane wyniki z wynikami dostepnymi w literaturze. Na-
stepnie sprawdzono w jaki sposéb oddziatywania wielocialowe oraz ich zasieg wptywaja na czasy zycia zero-
wych modéw Majorany oraz na ich strukture przestrzenna. Zwickszanie oddziatywan wielociatowych pro-
wadzi do zmniejszenia stabilnosci zerowych modéw Majorany. Co wiecej, wraz ze wzrostem zasiegu oddzia-
tywarl, ro$nie destruktywna rola tych oddziatywan na czas zycia modéw Majorany.

Przedstawiono réwniez implementacje konstrukeji nowej bramki fazowej dla qubitu bazujacego na ze-
rowych modach Majorany. W odréznieniu od standardowej koncepcji wspomnianej bramki, ktéra bazuje na
fazie dynamicznej, zaprezentowana bazuje na fazie geometrycznej. Dziatanie bramki polega na podwéjnym
wyplataniu przekrywajacych sie zerowych modéw Majorany. Pokazano, ze faza tej bramki zalezy od wszyst-
kich parametréw hamiltonianu, a w szczegélnosci od tematu pracy — oddziatywari wielociatowych.

Poza przedstawieniem wynikéw i ich analiza, rozprawa doktorska posiada rozbudowany wstep teore-
tyczny, zwiazany ze wszystkimi omawianymi zagadnieniami, a wszelkie przydatne wyprowadzenia mozna

znalezé w zataczniku do rozprawy.

Stowa kluczowe  zerowe mody Majorany  oddziatywania wielocialowe — model Kitaeva  wyplatanie kwantowe

topologiczny komputer kwantowy
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Abstract

This dissertation concerns the theoretical studies of the influence of many-body interaction on static
and dynamic properties of Majorana zero modes, realized in fermionic spinless systems, which can be de-
scribed by the Kitaev model.

The algorithm for Majorana zero modes identification has been presented in the thesis. The algorithm
works for any Hamiltonian, also when many-body interactions are present in the system. First, the algorithm
has been tested by comparing the results to the literature. In the next step, the influence of strength and
range of the interaction on Majorana zero modes lifetimes and their spatial structures has been investigated.
Increasing many-body interaction strength leads to decreasing Majorana zero modes stability. Moreover, if
the range of the interaction increases, the destructive role of the interaction on Majorana zero modes lifetimes
also increases.

The implementation of the new phase-gate for qubit based on Majorana zero modes was also presented.
Unlike the standard phase gate implementation, which is based on the dynamic phase, the presented gate
depends on the geometric phase. The protocol of the gate consists of the double braiding of two non-
overlapping Majorana zero modes. It has been shown that the phase of this gate does depend on all Hamil-
tonian parameters, especially on the thesis major — many-body interactions.

In addition to presenting results and their analysis, the dissertation contains expanded theoretical intro-
duction, related to all discussed problems. All useful derivations and proofs can be found in the Appendix

attached to the thesis.

Key words  Majorana zero modes  many-body interactions  Kitaev model ~ quantum braiding

topological quantum computer
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Przedmowa

Rozprawa doktorska zostata podzielona na cztery czesci: Struktura pracy

* W czedci I czytelnik zostaje wprowadzony w tematyke rozprawy — zerowe mody Ma-
Jorany (MZM, ang. Majorana zero modes). Przedstawiono motywacje badan wyko-
nanych z zwiazku z przeprowadzong rozprawa doktorska. Przedstawiony zostaje aparat
matematyczny, wlasnosci operatoréw, ktére pomagaja zrozumied ideg jaka stoi za wyko-
nywaniem badan zwigzanych z tym tematem. Zapoznano z podstawowymi operacjami,
problemami oraz wyzwaniami jakie czekaja przysztych konstruktoréw topologicznych
komputeréw kwantowych. Zapoznano z modelem Kitaeva, jako najprostszym mode-
lem zawierajacym MZM . Przedstawiono w jaki sposéb mozna wykorzystaé MZM do

konstrukcji bramek kwantowych.

* Czgé¢ Il dotyczy metodyki badani naukowych. Zademonstrowano w jaki sposéb buduje
si¢ elementy macierzowe hamiltonianédw opisujacych uktad wielu czastek, na przykta-
dzie modelu Kitaeva. Dyskutowane jest wykorzystanie symetrii parzystosci do ogra-
niczenia przestrzeni Hilberta. Na podstawie opublikowanej pracy [1], wyprowadzono
metody stuzace do identyfikacji MZAM w uktadach bez oddzialywari oraz z oddzialy-
waniami wielociatowymi. Przedstawiono stosowanie algorytmu do badania dynamiki

w uktadach oddziatujacych czastek.

* W czgéci Il mozna znalezé otrzymane wyniki wraz z ich analiza, ktére zostaly opubli-

kowane jako artykuly w czasopismach naukowych:

[1] Andrzej Wieckowski, Maciej M. Maska, oraz Marcin Mierzejewski, Identification
of Majorana Modes in Interacting Systems by Local Integrals of Motion, Phys.

Rev. Lett., 120:040504, 2018;


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.120.040504
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.120.040504
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.120.040504

Cele pracy

[2] Andrzej Wigckowski oraz Andrzej Ptok, Influence of long-range interaction on

Majorana zero modes, Phys. Rev. B, 100:144510, 20195

[:] Andrzej Wieckowski, Marcin Mierzejewski oraz Michal Kupczyniski, Majorana

phase gate based on the geometric phase, Phys. ‘Rev. B, 101:014504, 2020.

* Czgé¢ IV stanowi swoiste uzupetnienie ponizszej rozprawy doktorskiej. W tej czesci,
poza informacjg dotyczacg dorobku naukowego autora zataczona w dodatku A, czy-
telnik moze znaleZ¢ w niej wybrane dowody i wyprowadzenia (dodatek B) oraz rozsze-
rzone rozwazania dotyczace dwuqubitowego uktadu z MZAM (dodatek C). Na koricu

tej czesci zamieszczono spisy: akroniméw, symboli, rysunkéw oraz bibliografie.

Ponizej wymieniono cele niniejszej rozprawy doktorskie;j.

* Opracowanie nowej metody umozliwiajacej identyfikacje silnych MZAM, w dowolnych
uktadach kwantowych. Metoda ta ma mie¢ zastosowanie do badari dowolnego hamil-

tonianu z oddziatywaniami wielociatowymi (lub bez).

* Badanie wplywu oddziatywari wielocialowych na statyczne i dynamiczne wiasnosci
MZM. Sprawdzanie obecno$ci w uktadzie, rozktadu przestrzennego, stabilnosci

MZM ze wzgledu na parametry modelu.

* Opracowanie nowej bramki fazowej dla qubitu bazujacego na MZM zwykorzystaniem

fazy geometrycznej. Sprawdzanie wplywu oddziatywan wielociatowych na proces wy-

platania MZAM.



http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.100.144510
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.100.144510
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.101.014504
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.101.014504
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ROZDZIAL

Wstep i motywacja

Pojecie czgstek Majorany po raz pierwszy pojawito si¢ w latach 30 XX wieku, gdy Ettore
Majorana otrzymal rzeczywiste rozwigzanie réwnania Diraca [4]. Konsekwencjg tego byta
nierozréznialno$¢ czastki i jej antyczastki [5]. Niestety w fizyce wysokich energii nie udato
sic potwierdzi¢ istnienia fermionéw Majorany. Okazuje si¢ jednak, ze w fizyce ciata statego

istniej stany, tzw. quasiczatek, ktdre posiadaja analogiczne cechy do fermionéw Majorany.

Koncepcja fermionéw Majorany odrodzita si¢ we wspétczesnej fizyce ciata statego dzigki
przelomowej pracy A. Y. Kitaeva [¢]. W tej pracy, bazujac na modelu bezpinowych fermio-
néw w jednowymiarowym (1D) otwartym taficuchu z parowaniem miedzyweztowym', Ki-
taev przedstawit koncepcje realizacji stanéw brzegowych. Te stany, ze wzgledu na swoje ce-
chy takie jak nierozréznialnosé, przez analogi¢ do fermionéw Majorany nazywane sg aktu-
alnie stanami Majorany lub stanami Majorany o zerowej energii (z ang. Majorana Zero
Mode, MZM). Praca ta zainspirowata liczne badania teoretyczne, jak i eksperymentalne [7/—

]. Postep technik eksperymentalnych umozliwil poszukiwania MZA w réznych ukta-
dach, takich jak np. monoatomowe taficuchy magnetyczne na powierzchni nadprzewodnika
czy nanostruktury hybrydowe pétprzewodnik—nadprzewodnik. Nalezy tutaj wspomnied,
ze koncepcja MZM stanowi ciagle aktualng tematyke badawcza. W dniu 8 grudnia 2019
roku, na serwisie arxiv mozna byto znalez¢ blisko 3000 preprintéw w kategorii cond-mat ze
stowem kluczowym ,Majorana”, natomiast wyszukiwarka Google Scholar znalazta 32100
wystapienia hasta ,,Majorana zero modes”. To Zywe zainteresowanie wynika z checi wykorzy-

stania MZM w praktycznych zastosowaniach, takich jak obliczenia kwantowe.

5

1.1 Wprowadzenie

Model Kitaeva

'Szczegdtowy opis modelu
Kitaeva zostat
przedstawiony

w rozdziale 2.



Wilasnoséci MZM

'SzczegStowe omdwienie
tego zjawiska wraz

z zastosowaniem do tzw.

operacji wyplatania (ang.

braiding) mozna znalez¢

w rozdziale 3.

1. “Wprowadzenie Rozdziat 1. Wstgp i motywacja

Zainteresowanie MZM jest gtéwnie zwigzane z ich egzotycznymi wlasnosciami, wsréd

ktérych warto wymienié:

1. Lokalizacja na krawedzi. MZM, jako stany brzegowe, moga by¢ uzyskane jedynie

w uktadzie, ktéry posiada ,,krawedz”. Jest to sytuacja analogiczna do modelu Kitaeva,
gdzie przy pewnych parametrach modelu, MZAM sa zlokalizowane doktadnie na ostat-
nich weztach otwartego taricucha. Badania teoretyczne sugeruja, ze w rzeczywistych
uktadach niskowymiarowych, MZA s zlokalizowane na dtugosci od kilku do kilku-

nastu statych sieciowych.

2. Nierozriinialnos¢ ,czqstki” i ,antyczgstki”. W realistycznych uktadach MZM moga

by¢ realizowane poprzez synergiec nadprzewodnictwa, sprzezenia spin—orbita oraz ze-
wnetrznego pola magnetycznego. Wpltyw nadprzewodnictwa, z uwagi na obecng syme-
tri¢ czastka—dziura, implikuje istnienie par quasiczastek o przeciwnych energiach [12-

]. W konsekwencji, quasiczastka i jej antyczastka sa nierozréznialne gdy posiadaja t¢

samg energie, tj. energie réwng zero (znajduja sie na poziomie Fermiego).

3. Ochrona topologiczna. MZM sy realizowane jako stany brzegowe o zerowej energii.

Oznacza to, ze pomigdzy energia MZM, a energia kolejnych wzbudzeri quasiczastek,
musi istnie¢ przerwa energetyczna o niezerowej wartosci (tzw. przerwa topologiczna).
Taka szczelina gwarantuje, ze MZM sa niewrazliwe na zewnetrzne czynniki, tj. niepo-

rzadek — te ceche nazywamy ochrong topologiczna.

4. Anyony. Okazuje si¢, ze MZM nie podlegaja statystyce Fermiego—Diraca, ani Bosego-

Einsteina, tzn. nie sg ani fermionami, ani bozonami — takie obiekty nazywamy any-
onami (any- z ang. jakikolwiek”) [, r7—19]. W odréznieniu od fermionéw czy bo-
zonéw, zamiana miejscami dwéch anyonéw prowadzi do nietrywialnej transformacji

stanu kwantowego uktadu.’

5. Statystyka nieabelowa (NAS, ang. non-Abelian statistics). Anyony mozemy podzieli¢

na dwie kategorie [20]: abelowe oraz nieabelowe, w zaleznosci czy kolejnos¢ wymiany
czastek ma znaczenie na stan uktadu lub nie [19]. Wymiana zorientowana zgodnie ze
wskazéwkami zegara bedzie miata inny wplyw na stanu uktadu, niz wymiana zoriento-
wana przeciwnie. Nalezy tutaj podkreslié, ze nieabelowo$é MZAM to cecha wystepujaca
tylko i wytacznie w niskowymiarowych uktadach. Tej cechy nie posiadajg natomiast fer-

miony Majorany w fizyce czastek elementarnych w przestrzeni tréjwymiarowej.
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Rozdziat 1. Wstgp i motywacja L1 “Wprowadzenie

Ze wzgledu na wymienione cechy, MZM sa bardzo atrakcyjnymi obiektami do potencjal-
nego zastosowania w komputerach kwantowych. Dzigki ochronie topologicznej oraz staty-
styce nieabelowej, MZM moga petnié rol¢ podstawowego budulca w topologicznych kom-
puterach kwantowych [7, 21-24] (doktadniej zostanie to oméwione w rozdziale 3). Do reali-
zacji takiego komputera potrzebne s bity kwantowe (qubity) oraz mozliwe operacje na tych
qubitach. Role qubitéw maja petnié tu MZAM, a operacji na qubitach poszczegdlne operacje
wymiany pomiedzy MZM . Dzicki ochronie topologicznej, operacje jak i dane bylyby niewraz-
liwe na zaburzenia zewngtrzne [7-9, 25, 26], tak dtugo jak przerwa energetyczna pomigdzy
energia stanéw podstawowych, a energia standw wzbudzonych jest dostatecznie duza oraz

zachowana jest symetria parzystosci niezbedna do istnienia MZAM [-7].

Konstrukcja komputera kwantowego z wykorzystaniem MZM nie gwarantuje jed-
nak uniwersalnosci obliczeni, ale sam fakt wykonywania czgsci operacji z zagwarantowang
ochrong topologiczng motywuje fizykéw do dalszych badan. Ostatnie raporty dotyczace wy-
sycania prawa Moorea [.2] szczegblnie zastuguj tutaj na uwage, gdyz oznaczaj zblizanie sie
do granicy miniaturyzacji komputeréw klasycznych. Dalszy postep w technikach kompute-
rowych, moze by¢ wicc realizowany poprzez komputery nowej klasy. Zagadnienie to jednak

wykracza poza zakres prezentowanej rozprawy doktorskie;.

Zatozenia modelu Kitaeva uniemozliwiajg jego realizacje w uktadach ciata statego. Wy-
nika to z faktu realizacji w tym modelu parowania typu p w uktadach bezspinowych fermio-
néw. Okazuje si¢ jednak, ze w pewnym zakresie parametréw, takich jak pole magnetyczne
czy potencjat chemiczny, uklady 1D sprzezone z nadprzewodnikiem mogg realizowaé po-
dobny scenariusz. W takim przypadku, faza topologiczna uzyskiwana jest przez wzajemny
wplyw sprzezenia spin—orbita (SO), nadprzewodnictwa oraz zewngtrznego pola magnetycz-
nego [10, 29, 30]. Sprzezenie SO znosi degeneracje spinowa poczatkowo parabolicznej relacji
dyspersyjnej, natomiast pole magnetyczne powoduje otwarcie szczeliny w punkcie k = 0 —
rysunek 1.1(a) (zaczerpniety z pracy [10]). Jesli poziom Fermiego (reprezentowany tutaj przez
ML) przecina jedynie jedna z galezi pasm (jak pokazano na schemacie), to wyindukowane nad-
przewodnictwo wystepuje pomiedzy quasiczastkami w ramach jednego pasma — uklad znaj-
duje si¢ w fazie topologicznej oraz efektywnie realizowane jest parowanie typu p. W przeciw-
nym przypadku, parowanie nast¢puje pomiedzy dwoma gateziami i uktad znajduje si¢ w fazie
trywialnej topologicznie.

Okazuje sie, ze zakres parametréw, gdzie faza topologiczna moze by¢ realizowana, jest $ci-

7
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1.2 Realizacja

eksperymentalna

1.2. Realizacja eksperymentalna Rozdziat 1. Wstgp i motywacja

20 Trivial
phase

Topological
phase

Normalized chemical
potential (u/A)
<

-3 T T T 1
0 1 2 3 4

Normalized Zeeman coupling (V,/A)

Rysunek 1.1: Spektrum energetyczne oraz topologiczny diagram fazowy dla 1D uktadu. (a) Struktura pasmowa
w funkcji pedu k w obecnosci sprzezenia spin—orbita (SO) oraz zewnetrznego pola magnetycznego V7. Elek-
trony w uktadzie posiadajg paraboliczng relacje dyspersyjna, ktéra przy braku SO oraz zewngtrznego pola magne-
tycznego jest zdegenerowana ze wzgledu na spin elektronéw. Sprzezenie SO znosi degeneracje poprzez ,,przesu-
niccie” relacji dyspersyjnych o ped kso wprowadzajac nows skale energetyczna Eso. Przytozenie zewngtrznego
pola magnetycznego powoduje otwarcie szczeliny energetycznej dla k = 0. Jesli poziom Fermiego pt (przery-
wana linia) znajduje si¢ wewnatrz tej szczeliny, mozliwe jest parowanie czastek w ramach jednego pasma (tj. pa-
rowanie typu p). (b) Przejscie uktadu do fazy topologicznej (gdzie mozna oczekiwaé realizacji MZM na brzegu
uktadu) okreslony jest scisle przez wartosci przez t oraz Vz. Dla ustalonego 1L, pole magnetyczne musi przekro-
czy¢ pewng krytyczna warto$¢ V = 4 / 12 + A% (granica reprezentowana przez ,,parabole” na prawym panelu),
gdzie Ag oznacza szczeling nadprzewodzaca, np. wyindukowang poprzez efekt bliskoéci z nadprzewodnikiem.

Zrédto: [10].

Sle okreslony przez parametry uktadu takie jak: wyindukowana szczelina nadprzewodzaca Ag
oraz potencjat chemiczny u (inaczej: polozenie poziomu Fermiego). MZAM w skoriczonym
uktadzie, moga by¢ realizowane gdy uktad znajduje si¢ w fazie nietrywialnej topologicznie,
przy czym przejécie z fazy trywialnej do nietrywialnej jest okreslone przez pole magnetyczne
Vz — rysunek r.1(b) (zaczerpniety z pracy [10]). Granica fazy topologicznej jest tutaj dana
poprzez pewne pole krytyczne Vi = 4/ u? + A} [31—34] i przyjmuje postaé ,paraboli” na
diagramie fazowym. W polu magnetycznym V; nastgpuje zamkniccie trywialnej szczeliny
nadprzewodzacej (np. wyindukowanej poprzez efeke bliskosci) i otwarcie nowej szczeliny to-

pologicznej, chroniacej MZM [i0].

Wspétczesny rozwéj technik eksperymentalnych umozliwilt rozpoczecie prac nad prak-
tyczng realizacjg systeméw fizycznych, w ktérych mozliwa bytaby obserwacja MZAM. W po-

wyzszych rozwazaniach teoretycznych MZAM byty realizowane w skoriczonym uktadzie 1D,

8



Rozdziat 1. Wstgp i motywacja 1.2. Realizacja eksperymentalna

Rysunek 1.2: Przewodno$¢ rézniczkowa

dI/dV w funkdji napiecia V w ukiadzie

nanodrutu wykonanego z antymonku
indu (InSb) potaczonego z normalng
(Au) i nadprzewodzaca (NbTiN)

elektrodg.  Wyniki w temperaturze

di/dV (2e?/h)

70 mK. Zielone strzatki wskazuja piki
koherentne zwigzane z trywialng szcze-

ling nadprzewodzac, wyindukowang

w ukladzie poprzez efekt bliskosci

-400 -2(I)0 (I) 2(I)0 400 N .
V() nadprzewodnika. Zrédto: [56].

w ktérym wspdlistnieje sprzgzenie SO oraz nadprzewodnictwo, natomiast poziom Fermiego
znajduje si¢ blisko dna pasma — rysunek r.1(a). Dzicki postepowi w realizacji niskowymiaro-
wych struktur w skali atomowej, w ostatnich latach udato si¢ zrealizowa¢ wiele eksperymen-
téw w ktérych uwaza sie, ze realizowane sa MZM. Eksperymenty te realizowane s3 w hybry-
dowych nanostrukturach typu nadprzewodnik-pétprzewodnik [35-45], w jednowymiaro-

wych monoatomowych tarficuchach atoméw ferromagnetycznych na powierzchni nadprze-

wodnikdéw [+6—51], w wirach w nadprzewodnikach [52-55], czy tez w dwuwymiarowych na-
nostrukturach topologicznych [56, 57]. Ponizej pokrétce przyblizono cz¢éé z wymienionych
uktadéw.

Warunki do bezposredniej realizacji modelu Kitaeva, opisane powyzej, moga zostaé spet-
nione w uktadach hybrydowych — rysunek 1.3 (zaczerpnicty z pracy [+4]). Dla przy-
ktadu w nanodrutach wykonanych z antymonku indu (InSb) czy antymonku arsenu (InAs)
[10, 36, 58, 59] sprzezonych z nadprzewodnikiem. Sprzgzenie SO oraz niska koncentracja no-
$nikéw jest cechg wewnetrzna tych materialdw, tj. pétprzewodnikéw. Z kolei efekt bliskosci
z nadprzewodnikiem, powoduje, ze indukowana jest szczelina nadprzewodzaca Ag. Przykta-
dowo, w materiale InSb pokrytym NbTiN indukowana jest szczelina Ag = 0.65 meV [40],
apokrytym Al Ag = 0.2 meV [4+]. Oddzialywanie SO, wraz z wyindukowang szczeling nad-
przewodzaca Ao, stwarzaja warunki obserwacji MZAM w wymienionych materiatach.

Obecno$¢ MZM powinna byé mozliwa do obserwacji w pomiarach transportowych,
tj. przewodnosci rézniczkowej G(V) = dI/dV. W tym przypadku, MZM mogg by¢ wy-
kryte w eksperymentach transportowych jako piki w G przy zerowym napieciu (V = 0) [36].

W pracy [36] dokonywano pomiaréw G dla nanodrutéw wykonanych z antymonku indu

9
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1.2. Realizacja eksperymentalna Rozdziat 1. Wstgp i motywacja

(InSb) potaczonych z normalng i nadprzewodzacy elektroda. W zerowej temperaturze, w od-
réznieniu od stanéw trywialnych, obecnos¢ MZAM powinna objawiad si¢ pikiem przy braku
napiccia (V = 0) w przewodnosci rézniczkowej G = 2Gy [10, co—64], gdzie Gy = € /hjest
kwantem przewodnictwa, e to tadunek elementarny, a 1 to stata Plancka. Jest to zwigzane ze
zjawiskiem nazywanym odbiciem Andreeva (65, 66]. W przypadku wspomnianego ekspery-
mentu, elektrony, ktére tunelujg z elektrody do uktadu hybrydowego, sprzegaja si¢ z MZAM,
czyli stanami o zerowej energii. Zaréwno spin jak i prad tunelowy, moze stanowi¢ proste
narzedzie do wstepnej detekeji MZAM. Potencjat bariery mozna kontrolowaé przy pomocy
przyloionego napiecia V. Teoretycznie, zmieniajac pole magnetyczne mozna zmieni¢ stan
uktadu z fazy trywialnej (gdzie nie wystepuja MZAM) na faze topologiczng, w ktérej wyste-
puja MZM. Dla wartoéci pola magnetycznego okoto 100 mT, zaobserwowano stany we-
wnatrz szczeliny o zerowej energii (przy braku napigcia V' = 0) — rysunek 1.2 (zaczerpnigty
z pracy [30]). Jest to jedna z pierwszych prac w ktérej dokonane obserwacje moga przypusz-

czalnie potwierdzaé hipotezg realizacji quasiczastek MZAM w takich uktadach.

W pracy [+4] autorzy jako jedni z pierwszych pokazuja kwantyzacje przewodnosci réz-
niczkowej G w omawianych uktadach. W tych badaniach wykorzystano nanodruty pét-
przewodnikowe wykonane z Sbln, pokrytego warstwa nadprzewodzacego Al. Zrealizo-
wany uktad pomiarowy wraz ze schematyczng ilustracja, pokazano na rysunku 1.3(a). Rysu-
nek 1.3(b)-(d) pokazuje poréwnanie wynikéw eksperymentalnych oraz teoretycznych. W za-
kresie warto$ci pola magnetycznego od okoto 0.8 do 0.9 T wida¢, ze wartos¢ G(V = 0) jest

réwna w przyblizeniu 2Gy, co potwierdzato by realizacje MZA.

Nalezy tutaj podkreslié, ze warto$é piku G(V = 0), nie jest jednoznaczng informacjg od-
nos$nie obecno$ci MZAM w uktadzie. Podczas analizy takich wynikéw nalezy zachowaé szcze-
gblng ostrozno$¢, poniewaz zrédlem takiego piku moze by¢ np. efekt Kondo [67], stany
brzegowe Andreeva [;6, 68-73], nieporzadek [63, 74] lub wygtadzony potencjal na brzegu

nanodrutu [75].

Do eksperymentéw zwiazanych z wyplataniem czastek MZM jeszcze daleka droga, jed-
nak poczyniono w tym kierunku znaczace postgpy. W pracy [+2] autorzy przedstawili tech-
nike epitaksji umozliwiajaca konstrukeje sieci nanodrutéw. Konstrukgja sieci kilku nanodru-
t6éw, jest kluczowa dla procesu wymiany MZAM . Na rysunku 1.4 (zaczerpnictym z pracy [+2])
przedstawiono zdjecie ze skaningowego mikroskopu elektronowego. Rysunek przedstawia

otrzymang przez autoréw pracy strukture czterech nanodrutéw InSb pokrytych nadprzewo-
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1.2. Realizacja eksperymentalna
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Rysunek 1.3: (a) Obraz ze skaningowego mikroskopu elektronowego uktadu pomiarowego wraz z przedsta-

wionym schematem. Nanodrut wykonany z InSb (kolor szary) cze$ciowo pokryty cienkg warstwa nadprze-

wodzacego aluminium (kolor zielony). Bramki tunelowe zaznaczono kolorem rézowym, kolorem fioletowym

zaznaczono ysuper” bramki za pomoca ktérych mozna kontrolowad potencjat chemiczny w uktadzie. Ztacza

elektryczne wykonane z Cr/Au zaznaczono kolorem zéttym. (b) Wyniki pomiaréw przewodnosci rézniczkowej

dI/dV w funkcji napiecia V oraz pola magnetycznego B (energii Zeemana). (c-d) Poréwnanie eksperymentalnej

oraz teoretycznej przewodnosci rozniczkowej dI /dV. Wyniki przedstawione na (b) i (d) jakosciowo sg zgodne.

Nie s jednak zgodne doktadnie co wynika z dokladnosci eksperymentu oraz z nieznanych doktadnych wartosci

parametréw potrzebnych do lepszej symulacji modelu. Zrédto: [44].

Rysunek1.4: Zdjecie ze skaningowego mikroskopu
elektronowego struktury 4 nanodrutéw InSb z nanie-
siong warstwa nadprzewodzaca Al (zaznaczono czerwo-
nym kolorem). Skala (lewy dolny rég) odpowiada 1 pm,
skanowanie dokonano pod katem 30°. Zrédto: [12].
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Ferromagnetyczne
taricuchy

monoatomowe

1.2. Realizacja eksperymentalna Rozdziat 1. “Wstep i motywacja

Rysunek 1.5: Topografia powierzchni otowiu Pb, z na-
niesionymi 3 nanodrutami zelaza Fe. Wyspy oraz tasi-
cuchy wyhodowane na powierzchni zaznaczone sg bia-
tym kolorem. Atomowo czyste tarasy Pb to obszary za-
znaczone tym samym kolorem (zétty, pomarariczowy,

jasnobrazowy, ciemnobrazowy). Wstawka w prawym . (001

110

dolnym rogu prezentuje anizotropows strukture po-

wierzchni Pb(110). Wstawki w lewym gérnym rogu
prezentujg zdjecia kilku taricuchéw Fe oraz wysp z kté-

rych ywyrosly” (skala 50 A). Zrédto: [+6].

Rysunek 1.6: Przestrzenna i energetyczna przewodnosé
rézniczkowa G = dI/dV. Temperatura w jakiej doko-
nywano pomiaru: 1.4 K. Skala: biata linia odpowiada

; . 1 y 4 =144 =124 =076 -044 000 0.44 0.76 1.24 1.44
dtugosci 10 A. Zrédto: [16]. Eneray ey

(SulAp/IP

| =
o =
w
E=3

dzaca warstwa Al (zaznaczone kolorem czerwonym). Ostateczna eksperymentalna weryfika-
cja MZM odbedzie si¢ wraz z wykazaniem NAS. Takie struktury moga stuzy¢ do sterowa-
nia potozenia MZM za pomocy potencjatu chemicznego it lub pola magnetycznego B [7¢].
Modyfikujac p lub B mozna kontrolowaé wielko$¢ obszaru topologicznego w obrebie na-
nodrutu, co w konsekwencji moze prowadzi¢ do wymiany MZAM. Okazuje sie, ze taka wy-
miana czastek nie musi by¢ zrealizowana za pomoca bezposredniej manipulacji pozycji qu-
asiczastek. Wyplatanie moze przebiegaé z wykorzystaniem efektywnego przesunigcia MZM,
z wykorzystaniem tzw. schematu measurement-only [ 77, 78], ktéry bazuje na serii pomiaréw
— kwantowej teleportacji informacji. Takie pomiary moga zostaé zrealizowane z wykorzysta-
niem kontroli strumienia pola magnetycznego pomiedzy dwoma ztaczami Josephsona [79-

], na ktérych spoczywa uklad zawierajacy MZM. Zasadniczy przewaga takiego rozwiaza-
nia jest fakt, ze w celu wykonania wyplatania AMZA1 nie trzeba korzystaé z modyfikacji lokal-
nych potencjaléw u czy lokalnego pola B. Zmiany takich lokalnych parametréw moga by¢
wrazliwe na problemy zwiazane z nieporzadkiem czy niedoktadnoscig aparatury, co zostaje

catkowicie wyeliminowane w podejsciu z wykorzystaniem schematu kontroli strumienia.

Innym przyktadem, gdzie oczekuje sic realizacji MZM, sa monoatomowe taricuchy na po-
wierzchni nadprzewodnika. Dla przyktadu w pracy [+ 6] autorom udato si¢ wytworzy¢ ferro-

magnetyczne faricuchy atomowe zelaza (Fe) na powierzchni nadprzewodzacego otowiu (Pb).
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Rozdziat 1. Wstgp i motywacja 1.3. Badania teoretyczne

Topografie ukladu pomiarowego mozna zobaczy¢ na rysunku 1.5 (zaczerpniety z pracy [+0]).
Na wyraznie widocznych tarasach Pb, wida¢ nanodruty Fe (oznaczone poprzez biate strzatki
oraz wstawki w lewym gérnym rogu rysunku 1.5). Stosujac technike wysokorozdzielczej spek-
troskopii obrazowej zmierzono lokalng przewodnos¢ rézniczkowa G w funkji energii — ry-
sunek 1.6 (zaczerpniety z pracy [+4¢]). Dla zerowej energii, wida¢ wzbudzenie znajdujace si¢ na
koricu nanodrutu. To wzbudzenie moze by¢ interpretowane jako MZA. Dla pozostalych
energii mozna zaobserwowa¢ stany zdelokalizowane w obrebie calego faricucha. Te mapy
moga réwniez postuzy¢ do badania zanikajacego rozkladu przestrzennego MZAM od brzegéw
nanodrutu. Zmierzona dtugos¢ lokalizacji MZM byta rzedu 10 w poréwnaniu do odleglosci
od brzegu nanodrutu do srodka wyspy, z ktérej zostat stworzony. Z uwagi na efekty termiczne
(1.4 X), pik w zerowej energii w przewodnosci rézniczkowej dla tego eksperymentu byt po-
szerzony, co w konsekwencji doprowadzito do otrzymania G = 1.3 104Gy, zdecydowanie
odbiegajacej od idealnej wartosci 2Gy. Efekty termiczne lub nieporzadek moga prowadzié
do ,niekwantowania” piku G [23], co sprawia, ze pomiar G w celu identyfikacji MZAM moze

by¢ trudny w interpretagji.

Nalezy tutaj podkresli¢, ze zadna z wymienionych powyzej prac doswiadczalnych nie udo-
wodnila istnienia MZAM w sposéb jednoznaczny. Dowodem takim mdgtby by¢ pomiar po-
twierdzajacy, ze obserwowane stany podlegaja statystyce nieabelowej. Wymagane sg zatem
eksperymenty wyplatania (ang. braiding) lub niedawno zaproponowane eksperymenty sta-
bego pomiaru [3]. Te ostatnie eksperymenty polegaja na pomiarach strzalowego szumu kore-
lacji krzyzowej (ang. cross-correlation shot noise). W pracy [¢3] pokazano, ze sygnatura MZM
moze zosta¢ wyekstrahowana z takiego szumu w uktadzie potaczonych nanodrutéw. Cyto-
wane prace, kolejne realizowane oraz planowane badania, zblizaja nas jednak do weryfikacji
obecno$ci MZM. Prezentowane wyniki nalezy zatem traktowad, jako pierwszg faze podsta-
wowych badan eksperymentalnych. Jest to dopiero pierwszy kamien milowy, w bardzo dtu-
giej wedréwee w kierunku konstrukeji pierwszego dziatajacego topologicznego komputera
kwantowego. Obserwacja NAS jest réwniez kluczowa do ostatecznej weryfikacji obecnosci

MZM w ukladach kwantowych.

Badania teoretyczne, prowadzone réwnolegle do prac eksperymentalnych, relatywnie do-
brze odtwarzaja wyniki pomiaréw na poziomie jakos$ciowym (czasem nawet ilo§ciowym) —

np. prezentowany wczesniej rysunek 1.3. Modele opisujace realizowane uktady gtéwnie ba-
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1.3. Badania teoretyczne Rozdziat 1. Wstgp i motywacja

zuja na uktadach 1D. W drugim kwantowaniu taki uktad moze by¢ opisany przez nastepujacy

minimalny model

ID Z ‘U.(Sl] Cllo.a](y h Z dlo. GG/ alo-/ +
tjG N ico’ ,
]:Ifree I:]
R T s T
o Z (aic(ldy)o-cx aiy1,o/ +H.c.> +Z <AalTalL +H.c.>, (r.1)
N ioco’ , J'
[’AISO I:Iprox

gdzie alTG oraz ajs to odpowiednio operator kreacji i anihilacji fermionu o spinie 6 = {1, | }
w wezle i, 6 to macierze Pauliego, 19 to catka przeskoku (tg = 1 w przypadku przeskoku
pomiedzy najblizszymi sasiadami oraz O w innych przypadkach), i to potencjat chemiczny,
h to pole magnetyczne réwnolegte do drutu, af opisuje sprzezenie SO typu Rashba, a A
to szczelina nadprzewodzaca (wyindukowana w drucie przez efekt blisko$ci z nadprzewodni-
kiem). Hamiltonian H e, opisuje elektrony swobodne w uktadzie 1D, H mag Wplyw zewngtrz-
nego pola magnetyczne na elektrony (efekt Zeemana), Hso opisuje SO typu Rashba, nato-
miast prox Opisuje nadprzewodnictwo. Relatywna tatwos¢ formutowania problemu badaw-
czego w takim formalizmie stwarza sprzyjajace warunki do rozwoju badan teoretycznych, ma-
jacych na celu opis uktadéw zrealizowanych eksperymentalnie [¢4, 84—107] oraz zagadnien
zwigzanych z ogdlnie rozumiang informatyka kwantows bazujaca na MZAM [76, 108-112],
O ile w przypadku uktadéw hybrydowych sprzezenie SO jest cechg wewnetrzng uktadu,
o tyle w przypadku taficuchéw magnetycznych pokazano, ze porzadek magnetyczny moze
prowadzi¢ do efektéw podobnych, wytwarzajac efektywne oddziatywanie SO. Pokazano to
w licznych badaniach uwzgledniajacych mechanizm RKKY [113-119] W takim uktadzie, he-
likalny porzadek magnetyczny wynika z minimalizacji energii uktadu oraz w istotny sposéb
wplywa na zakres istnienia fazy topologicznej [120]. Okazuje si¢, ze w takich uktadach, jedng
z sygnatur MZM moze by¢ ich polaryzacja spinowa [93, 94]. Prezentowane wyniki obli-
czeri modelujg wyniki jakie mozna otrzymad za pomocg spektroskopii SESAR (ang. selective
equal-spin Andreev spectroscopy). Otrzymane teoretyczne wyniki s jakosciowo zgodne z wy-

nikami eksperymentalnymi przedstawionymi w pracy [50].

W kontekscie praktycznej implementacji MZM w obliczeniach kwantowych, oddziaty-
wania wielociatowe moga odgrywac bardzo istotng role. Dla przyktadu, $rednie oddziatywa-
nia moga prowadzi¢ do stabilizacji MZM w uktadach kwantowych [121-125]. Badania od-

dziatywania kulombowskiego (odpychania na wezle) w przypadku fermionéw o spinie po-

14



Rozdziat 1. Wstgp i motywacja 1.3. Badania teoretyczne

41
band insulator
= (trivial phase)
3
2 -
/ .
/ topological ) |
i phase insulator
0 L |
-1 0 1 2

Ult

Rysunek 1.7: Diagram fazowy modelu Kitaeva z oddzialywaniami wielocialowymi pomiedzy najblizszymi sa-
siadami dla szczegSlnych parametréw modelu A = 0w funkcji potencjatu chemicznego U oraz oddziatywania
U. Kolor pomarariczowy: faza trywialna, kolor zétty: faza topologiczna, kolor zielony: faza niewspétmiernych
fal gestoscitadunku (ang. incommensurate charge density wave, ICDW), kolor szary: izolator Motta. Czerwona

przerywang linig zaznaczono zakres parametréw, dla kerych mozliwe jest doktadne rozwigzanie. Zrédto: [123].

léwkowym prowadzone byly w przyblizeniu Hartree-Focka [121, 126]. Oddziatywanie ta-
kie prowadzi do obnizenia krytycznego pola magnetycznego, wymaganego do wytworzenia
MZM w ukladzie, oraz moze prowadzi¢ do stabilizacji MZAM [i25, 127]. Natomiast w przy-
padku uktadéw bezspinowych fermionéw, oddziatywania pomig¢dzy najblizszymi sasiadami
byly zbadane z wykorzystaniem techniki grupy renormalizacii macierzy gestosci (ang. density
matrix renormalization group, DMRG) [12.4, 128, 12.0] oraz doktadnej diagonalizacji (ang.
exact diagonalization, ED) [1;0]. W takim przypadku, $rednie oddziatywania mogg stabili-

zowa¢ porzadek topologiczny.

Model Kitaeva z oddzialywaniami wielocialowymi pomiedzy najblizszymi sasiadami
w punkcie symetrycznym’ udato si¢ rozwigza¢ doktadnie [131], wykorzystujac do tego trans-
formacje Jordana—Wignera [132] i operacje obrotéw spindéw. Punkt symetryczny jest szcze-
gblnym przypadkiem tego modelu, ktéry w przypadku braku oddzialywani w prosty sposéb
mozna rozwigza¢ analitycznie, co zostato przedstawione w sekgji 2.3. W takim wypadku,
MZM sa catkowicie zlokalizowane na pojedynczym weZle sieci, maja niekoriczony czas zy-

cia, nawet w przypadku skoriczonego rozmiaru ukladu.

Model Kitaeva z oddzialywaniami pomigdzy najblizszymi sasiadami mozna réwniez roz-
wigzaé w przypadku wybrania specyficznych lokalnych potencjatéw chemicznych w funkciji
pozostatych parametréw modelu, co zostato pokazane w pracy [123]. Zakres parametréw dla
ktérych mozliwe jest takie analityczne rozwigzanie zaznaczono czerwona linig na rysunku 1.7

(zaczerpniety z pracy [123]). Na rysunku 1.7 przedstawiono schematyczny wykres fazowy

Is

'Punkt symetryczny oznacza
tutaj parametry A = 0
ip = 0. Szczegdty modelu
Kitaeva zostaty opisane

w sekcji 2.3.
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te wyniki oraz odpowiednio

skomentowano.
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Rysunek 1.8: Degeneracja stanu pod-
stawowego w modelu Kitaeva z od-
dzialywaniami wielocialowymi pomie-
dzy najblizszymi sgsiadami w funkgji
potencjatu chemicznego U oraz oddzia-
tywania U. Na rysunku oznaczono
fazy: faze topologiczng (ang. topological
phase, TP), fazg ferromagnetyczng (ang.
ferromagnetic phase, FP), faz¢ antyfer-

romagnetycza (ang. antiferromagnetic

-10 -5 0 5 10 15 20

phase, AFP), faz¢ trywialna (ang. trivial
phase, PP). Zrédto: [130).
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Rysunek 1.9: Wplyw oddziatywari po- 15 L . S+ \%\{r‘\ '
R O X |
miedzy najblizszymi sasiadami U oraz Oé 3 topological " ‘7:\7\\\ 1
nieporzadku 6, na granice obszaru to- ’ 0 phase & . \ ke
pologicznego w modelu Kitaeva. Punkt 0 05 1 15 2 25 3 35 4

symetryczny A = . Zrédto: [123].

dla modelu Kitaeva z oddzialywaniami pomiedzy najblizszymi sasiadami dla symetrycznego
punktu w funkgji potencjatu chemicznego i oraz oddzialywania' U. Rozwazania dotycza,
jednorodnego taficucha Kitaeva, o otwartych warunkach brzegowych. Faza topologiczna,
w ktdrej w uktadzie moga znajdowad si¢ MZM, zaznaczona kolorem zéttym, ulega powigk-
szeniu ze wzgledu na potencjat chemiczny U wraz ze wzrostem oddziatywania U.

Jednym z warunkéw koniecznych istnienia MZM w ukladach, jest degeneracja stanu
podstawowego 8 E pomiedzy dwoma sektorami parzystoéci, nie jest to natomiast warunek
wystarczajacy dla obecnosci MZM . W pracy [130] zbadano proces dekoherencji w taicuchu
Kitaeva z oddzialywaniami pomiedzy najblizszymi sgsiadami. Na rysunku 1.8 (zaczerpnietym
z pracy [170]) przedstawiono otrzymane wyniki O E z pracy [130]. Niebieski kolor odpowiada
warto$ciom OE = 0, czyli potencjalnemu obszarowi wystepowania MZAM.> Obszar wyste-
powania MZM w takim ukladzie jest zdecydowanie mniejszy, niz obszar oznaczony kolorem
niebieskim.
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Rozdziat 1. Wstgp i motywacja 1.3. Badania teoretyczne

Korzystajac z metody DMRG, autorzy pracy [133] badali wplyw oddziatywan pomiedzy
najblizszymi sasiadami i nieporzadku na obecnos¢ fazy topologicznej w fanicuchu Kitaeva. Na
rysunku 1.9 (zaczerpnietym z pracy [133]) przedstawiono granice fazy topologicznej i trywial-
nej w funkdji potencjatu chemicznego (i oraz nieporzadku oy, dla kilku realizacji oddziaty-
wania U. Otrzymano standardowy wynik poszerzenia obszaru topologicznego ze wzgledu na
potencjat chemiczny wraz ze wzrostem oddziatywania U. Wplyw nieporzadku jest natomiast
przeciwny — powierzchnia obszaru topologicznego ze wzrostem U maleje. W pracy [133]

mozna znalez¢ interesujace kryteria dotyczace identyfikacji obszaru topologicznego.

Ze wzgledu na praktyczne zastosowania MZAM, istotne jest doktadne poznanie czynni-
kéw wplywajacych na te stany. MZM istnieja w uktadach niskowymiarowych. W takich
uktadach oddziatywania wielocialowe moga posiadaé kluczowe znaczenie i s3 one stabo zba-
dane. Ze wzgledu na swéj charakter, czesto tego zagadnienia nie mozna rozwiazac za pomoca
rachunku zaburzen i wymagane jest zastosowania zaawansowanych technik numerycznych.

W zwiazku z powyzszym, gtéwnym celem prezentowanej rozprawy byto:

* opracowanie metody numerycznej do badania wplywu oddziatywan wielocialo-

wych na MZM,

* zastosowanie zaproponowanej metody do zbadania wplywu oddzialywan wie-

locialowych na operacj¢ wyplatania MZM.

W niniejszej pracy badam wplyw oddziatywan wielociatowych na MZAM w uktadach 1D opi-
sanych modelem Kitaeva. Szczegétowy opis tego modelu zostal przedstawiony w rozdziale 2,
natomiast wykorzystywana metodologia badania zastosowan MZAM w obliczeniach kwan-
towych w rozdziale 3. Podstawowe aspekty zwiazane z konstrukcja hamiltonianéw w bazie
Wanniera dla pelnej przestrzeni Hilberta przedstawitem w rozdziale 4. W rozdziale 5 zapre-
zentowalem zaproponowang przez nas metode, ktéra umozliwia badanie AMZAM w modelach
zawierajacych dowolne oddzialywania wielocialowe. Metoda jest ogdlna i umozliwia genero-
wanie struktury przestrzennej MZM, bez wzgledu na parametry uktadu czy obecno$é dowol-
nych oddzialywari wielociatowych. Rozdzial 6 dotyczy dynamiki kwantowej. Przedstawilem
tutaj schematy numeryczne do rozwiazywania réwnania Schrédingera, réwniez pod kierun-
kiem badari zwiazanych z wyplataniem AMZA. Obliczenia zostaly wykonane z wykorzysta-

niem metody doktadnej diagonalizacji. W pierwszej kolejnosci (rozdzial 7), przetestowalismy

7

Cel pracy



1.3. Badania teoretyczne Rozdziat 1. Wstgp i motywacja

algorytm poprzezidentyfikacje MZM w rozszerzonym modelu Kitaeva o oddziatywania wie-
locialowe. Nastepnie, zaproponowany algorytm wykorzystaliémy do badania wptywu dale-
kozasicgowych oddzialywari na czasy zycia oraz strukture przestrzenng MZAM (rozdziat 8).
Na koniec, zbadalismy operacj¢ wyplatania MZAM oraz wplyw oddziatywan na ten proces
(rozdziat 9). Ponadto, zaproponowali$my réwniez nowa bramke fazowa dla qubitu bazuja-
cego na MZM. Zaproponowana bramka fazowa, w odréznieniu od standardowej bramki
fazowej bazujacej na fazie dynamicznej, bazuje na fazie geometrycznej. Jest to szczegdlnie
wazne, poniewaz faza geometryczna nie zalezy bezposrednio od czasu. W takiej bramce fazo-
wej faza, jaka nabierze qubit, zaleze¢ bedzie tylko i wylacznie od zmian parametréw hamil-
tonianu. Bramka fazowa bazujaca na fazie geometrycznej powinna posiada¢ mniejszy btad

wzgledem realizacji bramki fazowej na bazie fazy dynamicznej.
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ROZDZIAL

Zerowe Mody Majorany

W tym rozdziale czytelnik zostanie wprowadzony w definicje MZM, zostang wskazane
réznice pomiedzy operatorami Majorany ¥ na wezle i, a MZM T';. Przedstawiony tutaj zo-
stanie réwniez najprostszy model realizujacy MZA — model Kitaeva. Przedstawiona analiza

w tym rozdziale zostala opracowana na podstawie prac [1, ¢, 23, 134].

Operatorami Majorany nazywamy operatory hermitowskie ¥;, ktore spetniaja nastepujace

relacje antykomutacji
{7} =20 (2.1)

Najwazniejsze wlasnosci tych unitarnych operatoréw s3 nastepujace:

Y= (2.2)
%2 =1. (2.3)

Wspomniane operatory o takich wlasno$ciach, mozna skonstruowaé za pomocg L par fer-

mionowych operatoréw kreacji alT i anihilacji a;:'
%= ai‘i‘aj; (2.4)
¥ =ilai—af), (2)

gdzie L to liczba weztdw, a operatory a;, a:.r spelniaja relacje antykomutagji dla fermionéw:

{ai,al} = 8, {a],al} =0. (2.6)

1

Tak zdefiniowane operatory sa hermitowskie (%*)" = %%, aich kwadrat jest réwny opera-

towi jednostkowemu (1%)? = 1, (gdzie @ = +). Z uwagi na wymienione wlasnosci, dla
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operatoréw Majorany 7¥; nie istnieje analogiczny operator liczby czastek 71; = aja,- jak w przy-

t

padku operatoréw kreacji a; i anihilacji a;. Mozna pokaza¢, ze takie operatory spetniaja na-

stepujaca relacje antykomutagji
(5%, 7P} = 28;8,4p. (27)

Transformacja odwrotna jest nastgpujaca:

al =1yt +iy), (2.8)
a; = % (}/,-+ —iyi_) . (2.9)

Odwrotna transformacja ma interesujacy interpretacjg. Kazdy stan fermionowy, |0) pusty
albo |1) zapetniony, konstruujemy z dwdch operatoréw Majorany (patrz rysunek 2.1). Zbidr
operatoréw Majorany stanowi bardzo wygodng baze operatoréw By, = {¥;*}, ktéra moze
zostaé wykorzystana do opisu MZM.

Waznym operatorem jest operator parzystosci P, kto'ry mozna w bazie operatoréw Ma-

jorany przedstawi¢ w nast¢pujacej postaci
@,’ =1- 2ﬁ,‘ = i’)/i+]/l‘_. (Z.IO)

Operator ma dwie wartosci wlasne +1: +1 dla stanu nieobsadzonego oraz —1 dla stanu ob-
sadzonego. W pdzniejszych rozdziatach operator parzystosci zostanie wykorzystany do opisu
dzialania qubitu na bazie MZM. Wymnazajac wszystkie operatory parzystosci &?; — takie
operatory komutujg ze sobg [ Z;, & j] = 0 — mozna skonstruowa¢ catkowity operator pa-

rzystosci uktadu

P = H@, (2.11)

Taki operator ma dwie wartosci wlasne +1. Wartosci wlasne numerujg stany z parzysta

i nieparzystg catkowita liczbg czastek w uktadzie.

Operatory Majorany zdefiniowane w réwnaniach (2.4) oraz (2.5) stanowig ortonormalny

zbiér operatoréw By, z iloczynem skalarnym'

(%(ijﬁ) = 0;j0up (2.12)

gdzie (A|B) = Tr(AB)/Tr(1) to iloczyn Hilberta-Schmidta operatoréw. Ortogonalno$é
tych operatoréw zostata wykorzystana w pdzniejszych rozdziatach do zaprojektowania algo-

rytmu do znajdowania MZAM w danych uktadach. Baz¢ operatoréw Majorany 5, mozna
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Rozdziat 2. Zerowe Mody Majorany 2.2. Definicja zerowych moddw Majorany

rozszerzy¢ o kombinacje operatoréw Majorany wyzszych rzedéw

I _ m 3 __ iaM1 N, mMp M3 2M+1 _ M, m mopr4-1
(Yim =Y )7 Yim - lyl'l ’}/52 Yi3 y oo ’Tim =1 Yil ce yi2M+1 . (2.13)

Nieparzysta liczba operatoréw w konstrukgji Y2+l jest kluczowa. Jesli rozszerzalibysmy
baze By, o parzysta kombinacjg operatoréw %%, stracilibysmy warunek dotyczacy ortogonal-
nych operatoréw bazy (2.12). Natomiast, po rozszerzeniu bazy By, o dowolne kombinacje
zawierajace nieparzysta liczbe operatoréw %% tj. Y3 Y3 ... Y2 wszystkie operatory
Y: € By, dalej spetniaja réwnania (2.1)-(2.3) oraz (2.12), a zatem stanowig ortogonalny zbidr
operatoréw Majorany. W rozprawie doktorskiej skupimy si¢ na konstrukcji MZM wylacznie
bazujac na bazie skonstruowanej z pojedynczych operatoréw ;" (Yilm)' W pracy [1] spraw-
dzali$my wyrazy Y?m, ale ich wptyw byl znikomy podczas konstrukcji AMZA w badanym za-
gadnieniu. Wyzsze wyrazy Y2M+1, M > 0, nie s3 takie istotne do rozwigzywania probleméw
rozwazanych w rozprawie doktorskiej. Wszelkie poszukiwania MZAM w uktadach przedsta-

wionych w tej rozprawie doktorskiej ograniczone sa do poszukiwania kombinacji lokalnych

operatoréw Majorany [1].

——Ox

Zerowe mody Majorany (ang. Majorana zero modes, MZM)T'; to s3 operatory Majorany
¥:» ktére dodatkowo sg catkami ruchu. Matematyczna definicja MZA jest nastepujaca [1, 2,

]:
I’ =1, (2.14)
[H.T:] =0, (2.15)
(T;,T;} =28;;. (2.16)

MZM sy to operatory hermitowskie (2.14), komutuja z hamiltonianem (2.15) oraz antyko-
mutujg ze sobg (2.16) — spelniaja identyczne relacje antykomutagji jak operatory Majorany
(2.1). Naturalng baza dla takich operatoréw s3 operatory Majorany ¥;. MZM w bazie opera-

toréw Majorany By, ma nastgpujacg postac
L= Yoy, (217)
i

gdzie ;" € R. W bazie By, skonstruowanej z L par lokalnych operatoréw, (2.4) oraz (2.5), I,

ma nastepujaca postaé

L
I = Z Z o™y, (2.18)

m=x%xj=1
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2.3. Model Kitaeva Rozdziat 2. Zerowe Mody Majorany

gdzie na wspdlczynniki 0" naktada si¢ warunki normalizacyjne

ZZ(OC,-’"?")Z =1. (2.19)

Warunki normalizacyjne s3 kluczowe — bez nich nie byto by spelnione réwnanie (2.16).

Po do$¢ abstrakcyjnym wstepie matematycznym, pora na przedstawienie prostego mo-
delu, w ktérym mozna zrealizowaé MZM. Przetomowa praca Unpaired Majorana fermions
in quantum wires 6] autorstwa Alexeia Kitaeva (cytowania: 3148, stan na s lutego 2020 roku),
rozpoczeta okres burzliwego zainteresowania fizykéw z catego $wiata fizyka zwigzana z tema-
tyka nadprzewodnictwa oraz topologicznych komputeréw kwantowych. Zaprezentowana
w tej sekcji analiza modelu Kitaeva bazuje na oryginalnej pracy Kitaeva [6].

Model Kitaeva [], to najprostszy model mikroskopowy, ktéry w pewnym zakresie para-
metréw, moze realizowaé MZM. Model ten mozna opisaé za pomocg nastepujacego hamil-
tonianu

ﬂKitaeV = 2 (l‘g ajaj + H.C.) + 2 (Aijajaj. + H.C.) +2,Lll'ﬁ,', (2.20)
i

@ L@ PR

~ ~~ N

Hy, H prox H“

gdzie alT /a; to odpowiednio operator kreacji/anihilacji bezspinowego fermionu w wezle i,

0 B . . . A F
t;; to calka przeskoku, A;; to przerwa nadprzewodzaca, l; potencjal chemiczny, A; = a;a;
operator liczby czastek.

W celu pokazania, ze model rzeczywiscie moze zawieraé MZM, rozwazymy pewne spe-

cjalne przypadki:'

L t?j = A;j = 0, 1; > 0, Hamiltonian (2.20) przyjmie wtedy postaé

He = Y Wi = 3 ) i (1= 7). (2.21)

Uktad jest w fazie trywialnej — brak MZM w uktadzie — nie istniejg takie kombina-
cje (2.18), ktére komutuja z hamiltonianem. Stan podstawowy takiego hamiltonianu

bedzie jednym ze stanéw bazowych przestrzeni Hilberta .77 zgodnie z rozktadem p;.*

2. t?]. = A;j > 0, 1; = 0, w tym przypadku hamiltonian (2.20) przyjmie postaé

I-Almpo =1 Z t?j vyt (2.22)
Gy
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Rozdziat 2. Zerowe Mody Majorany 2.3. Model Kitaeva

(a) faza trywialna (a) faza topologiczna

eIHe=EIe9)

iy

Rysunek 2.2: Tlustracja faz topologicznych w modelu Kitaeva (a) faza trywialna (b) faza topologiczna.

Zalézmy, ze L weztéw formuje tadcuch (i, j) — {i,i + i) — jednowymiarowy uktad
z otwartymi warunkami brzegowymi oraz ll-Oj =0 jest jednorodne w uktadzie. Taki
uktad jest w fazie topologicznej — zawiera dwie, zlokalizowane MZM znajdujace si¢ na

brzegach uktadu. Hamiltonian takiego ukladu jest nastepujacy
. L—-1
Hfg;gl =if Z 71'_7;;1- (2.23)
i=1

W hamiltonianie brakuje operatoréw }/f oraz ¥; . Takie operatory oczywiscie komu-

tuja z hamiltonianem, sg catkami ruchu

[If]chain7 ,yi&-] _ [Iflchain’ YL_,] =0, (2.24)

tOpO tOpO
a zatem to s3 MZM w takim uktadzie: I'} = }/fr, Ih=v.

Te dwa przypadki ilustrujg dwa sposoby parowania operatoréw Majorany, patrz rysunek 2..2.
W pierwszym przypadku operatory Majorany parowane sa na tym samym wezle — mody fer-
mionowe budowane sa w obrebie danego wezta. W drugim przypadku operatory Majorany
parowane sg na sasiednich weztach — dwa operatory, na brzegach uktadu s niesparowane,
czylisa MZM.

Wréémy jeszeze do hamiltonianu (2.23). Hamiltonian mozna rozwiazaé wprowadzajac

nowe operatory fermionowe:
i= 2y —iv), (2.25)
ail =yt +in0), (2.26)

hamiltonian przyjmie wtedy nast¢pujaca postac

L—1 L—1
I:IEBSLH = —f" Z (1-2m;) = —0 Z P, (2.27)
iz i=1

gdzie ni; = c?,'Tﬁi i rgvzi =1-27;. Dlat’ > Ostan podstawowy tego hamiltonianu odpowiada
sytuacji kiedy nie ma czastek w weztach i = 1,..., L — 1, wszystkie 7; dla podanego i sg nie-

obsadzone. W hamiltonianie brakuje operatora 117, a wiec niezaleznie od tego czy stan 1z, jest
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warunek Wystarczajslcy.

2.3. Model Kitaeva Rozdziat 2. Zerowe Mody Majorany

obsadzony czy nie, nie zmienia to energii uktadu (czastka o energii E = 0). Wniosek z tego
jest nastepujacy: uktad posiada zdegenerowany stan podstawowy, jeden z nieparzystg liczbg
czastek |0) (ang. odd) oraz drugi z parzystg liczbg czastek |e) (ang. even). Oczywiscie te stany

uktadu s3 o innej parzystosci:

Prloy =iy v, o) = —|o), (2.28)
Prley=iv{vple) = +le). (2.29)

Degeneracja stanu podstawowego jest warunkiem koniecznym' istnienia MZM. W wielu
pracach autorzy wykorzystuja degeneracje jako podstawowa przestanke dotyczaca istnienia

MZM w zakresie danych parametréw.

Oczywiscie, MZM moga istnie¢ w modelu Kitaeva poza szczegdlnym przypadkiem opi-
sanym w pkt. 2. Rozwazmy jednorodny hamiltonian (2.20) dla jednowymiarowego uktadu

o otwartych warunkach brzegowych (taricuch)

L1 L
A, = Z [(toa;raHl +AajaTi+l> +H.c.] +Zuﬁi. (2.30)
i=1

i=1

Dla takiego modelu, kiedy |A| > 0, mozemy wyrdzni¢ dwie fazy: ropologiczng i trywialng [¢].

Mozna pokazaé analitycznie, ze faza topologiczna jest obecna dla [pt| < 219, a faza trywialna
dla [u| > 260 [¢]. MZM moga sie pojawié tylko w tej pierwszej fazie. Nalezy tutaj pod-
kresli¢, ze te warunki opisujace granice faz s spelnione jedynie w granicy termodynamiczne;.
Dodatkowo w skoniczonych uktadach komutator (2.15) nie znika (poza szczegélnym przypad-
kiem A;; = [¢9]). Zwigzane jest to bezposrednio z rozktadem przestrzennym MZM, a bar-
dziej precyzyjnie z ich przekrywaniem si¢. MZAM zanikaja wyktadniczo od brzegéw nano-

drutu [6, 123, 135].

Warto tutaj wspomnieé, ze w przypadku modelu Kitaeva rozszerzonego o oddzialy-
wania wielocialowe, wyrazenie opisujace granice tych dwdch faz jest nieco bardziej zlo-
zone [1, 123, 128]. Istnieje kilka metod badania obecnosci MZM w uktadach z oddziatywa-
niami wielociatowymi, w tym kilka wskaznikéw sprawdzajacych istnienie faz topologicznych
w takich uktadach [133]. W tej rozprawie doktorskiej tematem przewodnim pracy sa uktady
zawierajace oddziatywania wielocialowe. Z teoretycznego punktu widzenia, badanie kwan-
towych uktadéw z oddziatywaniami wielocialowymi jest relatywnie trudnym zadaniem. Ist-

nieja wyrafinowane metody, dla przyktadu DAMRG, ktére umozliwiajg badanie uktadéw za-
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Rozdziat 2. Zerowe Mody Majorany 2.3. Model Kitaeva

wierajacych tysiace weztdw, ale skutecznosé tej metody jest ograniczona do badania krétko-
zasiggowych oddzialywan. Natomiast metoda ED ograniczona jest tylko do relatywnie ma-
tych uktadéw (L ~ 20) [136], ale umozliwia badanie dowolnych oddziatywan, réwniez tych
dalekozasiegowych [2].
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ROZDZIAL

Topologiczne obliczenia kwantowe

W tym rozdziale przedstawione zostang najwazniejsze cechy MZAM, ktére sprawiaja, ze sa
one tak interesujacym tematem badawczym. Zaprezentowane zostanie tutaj, w jaki sposéb
mozna wykorzystaé MZM do wykonywania obliczeri kwantowych i konstrukeji podstawo-
wych bramek kwantowych. Przedstawiona analiza w tym rozdziale zostata opracowana na

podstawie prac [7, 14, 18, 19, 23, 24, 134].

W tym rozdziale skupiono si¢ na rozwazaniach bardziej ogélnych. Zatozono, ze w uktadzie
znajdujesic 2M MZM:T'y,. .., Toy, keére spetniajg wszystkie zatozenia (2.14)—(2.16) opisane
w sekgji 2.2. W identyczny sposéb, jak dokonano to w sekeji 2.3 w réwnaniach (2.25) oraz

(2.26), z MZM mozna skonstruowaé M modéw fermionowych:

Gi=1(Coy —iT), i=1,....M (3.1)
G’ = §(Tainy +iT2), (32)

gdzie te fermiony spelniajg standardowe relacje antykomutacji dla fermionéw [réwna-
nie (2.6)]:

{anaj"y = &, {a@'.a;"y =o. (3:3)
W odréznieniu od réwnari (2.25), (2.26), gdzie tylko jeden fermion — 717, — mial zerowa ener-
gi¢, kazdy fermionowy mod utworzony z I'; ma zerows energic. Z 2M MZM mozna utwo-
rzyé M modéw fermionowych. Kazdy z tych fermionowych modéw n; = cTiTc’i} moze by¢
pusty |e) lub zapetniony |0) i moze naleze¢ odpowiednio do podprzestrzeni z parzystg lub
nieparzyst liczba czastek. Z tego wynika, ze w uktadzie zawierajacym 2M MZM musi istniec

2M zdegenerowanych stanéw podstawowych. Te stany mozna ponumerowa¢ wartosciami
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w{asnymi operatoréw parzystosci
Pi=1-2n; =il 1. (3-4)

Taki operator parzystoci, analogicznie jak w réwnaniach (2.29) oraz (2.29), przyjmuje dwie

warto$ci wlasne +1:

Pi|odi = —|oi, (3-5)
Pilei = +\en, (3.6)

gdzie wprowadzona notacja |e); oznacza stan wlasny operatora parzystosci &;, analogicznie

jak w réwnaniach (2.28), (2.29). Takie operatory komutujg ze soba:
[0, 73] =0. (7)

Operatory fermionowe d;, cTiT transformuja stany podstawowe pomigdzy réznymi sektorami

parzystosci, posiadaja analogiczne dziatanie jak operatory drabinkowe:'

gi|0>i = |e>i7 (3'8)

ailey; =0, (3-9)
ai'loyi =0, (3.10)
ai'ledi = o). (3.11)

Z iloczynu operatoréw parzystosci mozna skonstruowaé catkowity operator parzystosci

w ukladzie

M
P =12 =M] [Toj-1Ty (3.12)

i=1 =1
Uktady fermionowe, w stanie nadprzewodzacym lub w kontakcie z nadprzewodnikiem,
chronione sg symetria parzystosci, a wicc catkowita parzystos¢ ukladu powinna by¢ zacho-
wana. Rozwazmy co sie stanie z MZM po adiabatycznej zamianie quasiczatek miejscami.

Dla danej pewnej fazy n; € {—1, 41}, MZM zamieniajg si¢ pozycjami:
I - T/ =nT;, (3.13)
I, —>T/=nlu. (3.14)

Po takiej transformacji operator parzystosci & powinien pozostaé inwariantny

~ ~/ ~

PP :iMF1'-T§--'F;-”T2M: _iMrl...mri...nj[‘j...FZM: P (315)

2.8



Rozdziat 3. Topologiczne obliczenia kwantowe 3.1 Statystyka nieabelowa i grupa warkoczowa

Aby réwnanie (3.15) byto spelnione, nastepujacy warunek na fazy 1; musi réwniez by¢ spet-

niony
Tl,'nj =—1. (3.16)
To réwnanie ma dwa rozwigzania:
ni = F1, (3.17)
n;==+1 (3.18)

Pod tym rozwiazaniem ukryta jest najwazniejsza wlasnos¢ MZAM — nieabelowa statystyka

(INAS):
I — Ly, (3.19)

' — £I7. (3.20)

Co sig stanie ze stanem kwantowym |y) takiego uktadu po wymianie czastek I, I'; (za-
ktadajac adiabatyczny proces wymiany)? W mechanice kwantowej stan poczatkowy i stan

koricowy zwiazany jest z pewng transformacja unitarng %

V) — Uy). (3.21)

Rozwigzanie tego problemu mozna znaleZ¢ zaktadajac, ze w uktadzie zachowana jest parzy-

stoé¢ 2. To implikuje fakt, ze operator % komutuje z operatorem parzystosci P
(% , %] =0. (3.22)

Rozsadnym zalozeniem, jest réwniez to, ze operator % zalezy tylko i wylacznie od czastek

uczestniczacych w wymianie % (I';, I';). Zatozono, postac takiego operatora
% (T, T'j) = exp| -4 0], (3-23)

gdzie .o7;; to operator hermitowski, a @ € R. Operator .o7;; musi by¢ funkcja operatoréw
I';, T'j. Naturalnym kandydatem na postaé o7 ; jest operator parzysto$ci zbudowany z MZM
uczestniczacych w wymianie

j =iliT;. (3.24)
Mozna wykaza¢, ze postaé % jest nast¢pujaca’

U = cosw+I;Tjsinw. (3.25)

29

"Wyprowadzenie mozna

znalez¢ w dodatku B.



"Wyprowadzenie mozna

znalezé w dodatku B.

3.I. Statystyka nieabelowa i grupa warkoczowa Rozdziat 3. Topologiczne obliczenia kwantowe

Pozostato ustali¢ @. Mozna to zrobi¢ pracujac w obrazie Heisenberga [157]*
I— Fi/ = %TD% =1I; COS(Z(D) + FJ‘ sin(2a)) = irj, (3.26)

co prowadzi do uktadu réwnari:

cos(Qw) =0,
(3.27)
sin2w) = +1.
Ostatecznie s3 dwa rozwigzania dla w € [-F, 7]
o= i%. (3.28)

Dwa rozwiazania @ nie sa niczym nadzwyczajnym. Znak mozna interpretowac jako wymiang
zgodng ze wskazéwkami zegara, oraz wymiane przeciwng do wskazéwek zegara. Ostatecznie

postac’ operatora /4 jest nastepujaca

%(Fi, Fj) = exp[+%FiFj] = \/Lﬁ (1 + F,-Fj) . (3.2.9)

Wybrano rozwigzanie @0 = —i—% i przyjeto, ze to rozwigzanie odpowiada wymianie zgodnej ze
wskazéwkami zegara. Rozwigzanie % (I'j, I';) odpowiadajace wymianie czastek przeciwnie

ze wskazéwkami zegara odpowiada operacji odwrotnej do % (I';, I';)

w N, T)=%(;,T:)=%"([;,T;) 1-I,T)). (3:30)

- L(
NG
Dalej mozna zdefiniowaé nowy operator, %;, operator wyplatania

Bi=wT;,Tiy) = %(1 +Tilig1). (3.31)

Zbiér takich operatoréw {#, ..., Bu— 1,%f1, .. ,%;41_ |} stanowi zbidr generatoréw
warkoczowej M-wiéknowej grupy Artina By [15¢]. W obrebie grupy warkoczowej By na-

stepujace réwnania $3 spe{nione:
v\ifj|>l BB = BB, (3-32)
Vi BiBi1 B = Biy1BiBis1. (3.33)

Wyzej wymienione réwnania stanowia tzw. rownania Yanga-Baxtera [0, 139, 140]. Dowdd,
ze te rownania s3 spetnione przez operator %; zdefiniowany w (3.31) zostat przeprowadzony
w dodatku B. Przyktad w jaki sposéb mozna reprezentowad grupe warkoczows By, widkna
oraz operacje wyplatania ; zilustrowano na rysunku 3.1. MZAM moga by¢ interpretowane

jako widkna w grupie By.
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Rozdziat 3. Topologiczne obliczenia kwantowe 3.2. Bramki kwantowe

Rysunek 3.1: Ilustracja grupy warkoczowej B4, dla M = 4 wtdkien. Widkna zostaly ponumerowane. Ilustracja

réwnania: (a) & # 931_1 (nieabelowo$¢); (b) %1%1_1 = 1; (c) Yanga—Baxtera (3.33).

W celu realizacji qubitu z wykorzystaniem MZM potrzebne sa co najmniej cztery MZM
I';. Spowodowane jest to symetrig parzysto$ci w takich uktadach fermionowych, w ktérych
realizowane s3 MZAM. W sekgji 3.1 pokazano, ze degeneracja stanu podstawowego zalezy od
liczby I'; w uktadzie jak 2M/2. gdzie M to liczba niezaleznych MZM I'; w uktadzie. Potowa
tych zdegenerowanych stanéw nalezy do sektora parzystego, a druga potowa do sektora nie-
parzystego przestrzeni Hilberta 7. Posiadajac w uktadzie tylko dwie niezalezne MZM nie
jesteSmy w stanie skonstruowaé bazy dla qubitu bazujacego na MZM. Uktad posiadajacy
dwa niezalezne I'; posiada dwa stany podstawowe |0) z sektora nieparzystego oraz |e) z sek-
tora parzystego przestrzeni Hilberta 7. Z uwagi na symetrie parzystosci, przejécia pomigdzy
stanami |e) — |0) czy |0) — |e) sa niedozwolone. Uktad zawierajacy cztery MZM: T, Ty,
I'3, 'y posiada cztery stany podstawowe: [ee) = |e)®|e), [eo) = |e)®|0), |oe) = |0)®|e),
loo) = |0)®|0). Przyjeto nastgpujacg numeracje quasiczastek

loo)y = 67];6~l£|€€>. (3-34)

Uktlad chroniony jest symetrig parzystosci. Stany |ee), |00) s3 parzyste, a stany |oe), |eo)
sg nieparzyste. Przejscia, gdzie zachowana jest parzysto$¢ stanu kwantowego, w takim przy-
padku |oo) 2 |ee) oraz |oe) 2 |eo), s3 dozwolone. Niedozwolone s3 natomiast przej-
$cia pomiedzy stanami o réznej parzystoéci: [00) 2 |eo), |oo) 2 |oe), |ee) 2 |eo) oraz
lee) 2 |oe). Grupa warkoczowa B4 posiada 6 generatordéw: %1, %, 43, %];, %’E, ,@g
W dalszej czesci rozwazan zatozono, ze w uktadzie znajdowata sie parzysta liczba czastek.

Stany bazowe qubitu |0), |1) mozna zdefiniowaé w nastepujacy sposéb:’
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3.2. Bramki kwantowe Rozdziat 3. Topologiczne obliczenia kwantowe

0) = |ee), (335)
1) = [00). (3.36)

Nastepnie przeanalizowano co si¢ stanie ze stanami |0), |1) po dokonaniu wyplatania %

0) — %1[0) = %(1+F1F2)\0> %(1—191)\66 %(1—1)!0>—6XP( i7)[0).
(3.37)

Oczywiscie wyplatanie dokonane w odwrotnej kolejnosci prowadzi do przeciwnej zmiany

fazy
10y — 2110 = exp(+i%)|0), (338)

co stanowi wspomniang wezesniej wlasno$é MZAM: nieabelowos¢. Analogicznie stan |1)

1) — Z1|1) = exp(+i)[ 1) (3.39)

Podwdjna wymiana @%:
0y — #110) = exp(—i%)|0) = —il0), (3.40)
1) — A1) = exp(+iF)[1) = +il1). (3.41)

Z doktadnoscia do fazy globalnej, operacije %% mozna interpretowaé jako bramke Z, ktérg

w bazie qubitu mozna zapisac jako

Z= @% =—ic* = —i , (3.42)

1 0
gdzie |0) = ,10) = . Ta dodatkowa faza —i nie ma wptywu na wynik obliczer
0 1

kwantowych z wykorzystaniem takiej bramki Z. Realizacja bramki zostata schematycznie
przedstawiona na rysunku 3.2. Nastepnie przeanalizowano dziatanie operatora %, na stany

bazowe qubitu’

0) — 200) = (1 + Tal3)|0) = 510y~ i[1)). .43

Otrzymano superpozycje stanéw bazowych. Analogicznie stan | 1>I

1) = %2|1) = (1) = [0)). (3-44)
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ozdzial 3. Topologiczne obliczenia kwantowe 3.3. Uniwersalnos¢ obliczent, a bramka fazowa
potog

Natomiast po podwdjnej takiej operacji:'

10) — 5|0y = —i|1), (3.45)
1) — 5|1 = —i|0). (3.46)

Co do nieistotnej fazy otrzymano bramke X (co odpowiada klasycznej bramce not ) schema-

tycznie przedstawiong na rysunku 3.3

X =% = —ic" = —i 01 (
=% = - : 3.47)
10

Mozna pokazal, ze nastepujace operacje prowadza do realizacji bramki Y (rysunek 3.4)

2 gt : | 0 -
Y = $1$B58, = —ic” = —i . (3.48)
i 0
W prosty sposéb mozna zrealizowaé bramke Hadamarda H' (rysunek 3.5)

) 1 1
H = %,9%,%, =—1\/L§ _— . (3.49)
W dodatku C czytelnik moze znalez¢ analiz¢ uktadu MZAM, keéry moze postuzyé do kon-

strukgji uktadu dwuqubitowego, wraz z realizacja bramki CNOT.

W przypadku komputeréw klasycznych wystarcza dwie bramki aby zagwarantowaé uni-
wersalnos¢ obliczen np. OR1NOT lub AND i NOT lub jedna dwubitowa NOR lub NAND [141].
Z tych ostatnich dwéch, w prosty sposéb mozna zrealizowal pierwsze cztery wymienione
bramki. Nieformalnie oznacza to, ze wykorzystujac wyzej wymienione klasyczne bramki
mozna zrealizowaé dowolny klasyczny algorytm z dowolna doktadnoscia. Zestaw takich bra-
mek czesto nazywa sie uniwersalnymi bramkami logicznyms.

Bramka Hadamarda H, bramka fazowa* R (%) oraz bramka CNOT? stanowig minimalny
zestaw bramek, ktére gwarantuja uniwersalno$¢ obliczen kwantowych [141] — uniwersalne
bramki kwantowe. Niestety okazuje sig, ze zestaw bramek, ktéry mozna wygenerowa¢ za po-
mocg generatoréw grupy warkoczowej By, nie gwarantuje uniwersalnosci obliczeri [174].
Bramk¢ Hadamarda H oraz bramke¢ CNOT mozna zrealizowaé z wykorzystaniem AMZM

z zagwarantowang ochrong topologiczna, co pokazano odpowiednio w sekcji 3.2 oraz
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3.3. Uniwersalnos¢ obliczer, a bramka fazowa Rozdziat 3. Topologiczne obliczenia kwantowe

w dodatku C. Wyzwanie stanowi bramka fazowa R(% ). Tej ostatniej nie da si¢ zrealizowad wy-
korzystujac MZM z réwnoczesna zagwarantowang ochrong topologiczna [134]. Da si¢ na-
tomiast skonstruowa¢ takg bramke zblizajac i oddalajac par¢ MZAM na pewien czas t. MZM
w uktadach zanikaja wyktadniczo od brzegéw uktadu [¢]. W przypadku gdy MZAM przekry-
wajg sie na skutek oddziatywania, stany podstawowe ulegaja rozszczepieniu o pewng energie
OE = E®“ — E?, gdzie odpowiednio energie E“ oraz E°° to energie wlasne standéw bazo-
wych qubitu |0) = |ee) oraz |1) = |00) [réwnania (3.35) oraz (3.36)]. Zakladajac, ze hamil-
tonian uktadu nie zalezy od czasu i obecne jest niezerowe rozszczepienie energii E # 0, po

czasie ¢ stany nabiorg odpowiednio fazy:

lee) — e E ee), (3-50)

__ 300
l00) — ¢ " |00). (3.51)
Mozna to odpowiednio zaprezentowaé w postaci macierzy:

R(6) = o—iE%t 0 i | 1 .0 _eir| ! 0 (3.52)
0 e iEM 0 eloF! 0 elf

Z doktadnoscig do nieistotnej fazy globalnej y = —E®t otrzymano bramke fazowa R(6),
gdzie @ = OEt. Zaktadajac idealng kontrole nad ukladem, mozna by zrealizowaé bramke
R(%) wymagang do zagwarantowania uniwersalnosci obliczen. Oczywiscie cigzko sobie wy-
obrazi¢ taky perfekeyjng mozliwos¢ kontroli, w szczegdlnosci, ze OE(t) zalezeé bedzie od
czasu dla takiego procesu zblizania i oddalania MZAM. Taka operacja z pewnoscig bedzie
wymagata dodatkowej korekeji bledéw, np. z wykorzystaniem tzw. destylacji magicznych
stanow [134, 142]. Przedstawione powyzej rozwigzanie bazuje na fazie dynamicznej. Zdecy-
dowang wadg takiego rozwiazania jest fakt, ze faza 0 zalezy nie tylko od zmian parametréw
hamiltonianu uktadu, ale réwniez od czasu ewolucji. W pracy [:] zaproponowaliémy inne
podejécie bazujace na fazie geometrycznej. Prezentowane rozwigzanie réwniez wymaga do-
datkowej korekcji bledéw po wykonaniu operacji z nim zwiazanych. Jednak takie rozwiazanie
powinno generowad mniejsze btedy niz standardowe podejscie z wykorzystaniem fazy dyna-

micznej, dzieki wyeliminowaniu zalezno$ci od wspomnianej fazy.
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ROZDZIAL

Metody doktadnej diagonalizacji

W tym rozdziale zostang oméwione zagadnienia zwiazane z konstrukcja bazy przestrzeni
Hilberta oraz wyznaczaniem elementéw macierzowych hamiltonianu. Przedstawione zosta-
nie w jaki sposéb generowa¢ hamiltonian z symetrig parzystosci na przyktadzie modelu Ki-
taeva oraz zarys uzywanych metod do rozwiazywania zagadnienia wlasnego. Przedstawiona

analiza w tym rozdziale zostata opracowana na podstawie prac [143-146].

Symetrie petnia bardzo wazng role w fizyce. Od strony numerycznej, w fizyce ciala sta-
lego, symetrie pozwalaja ograniczy¢ rozmiar przestrzeni Hilberta 72°. Takie ograniczenie na
€ umozliwia badanie wigkszych uktadéw, co jest bardzo istotne przy badaniu uktadéw od-
dziatujacych wielu czastek. Przestrzer Hilberta 57" reprezentujgca uklad L weztéw, gdzie
w kazdym wezle, zgodnie z zakazem Pauliego, moze znaleil si¢ tylko jeden fermion, mozna
roztozy¢ na L lokalnych przestrzeni Hilberta 77°; izomorficznych z c? zwigzanych z poszcze-

gllnymi weztami [143, 144]
A= R)H . (4.1)

Oczywiscie wymiar, czyli liczba wektoréw bazowych takiej przestrzeni, wynosi
L L
dim.#" = | [dim(2;) = [ [2dimC = 2~. (4.2)
i=1 i=1

Taka przestrzeri Hilberta 57 L mozna skonstruowaé z podprzestrzeni z okreslong liczba N fer-

miondw :%”k
L
L L
A= P Ay, (4.3)
N=0
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4.1. Konstrukeja bazy Rozdziat 4. Metody doktadnej diagonalizacji

gdzie wymiar takiej przestrzeni pozostaje bez zmian

L L
L
dim.#l = ) dim.#L = =2L :
im .7 Z im.7 2 <N) (4.4)
N=0 N=0
Skorzystano tutaj z twierdzenia o dwumianie oraz z zakazu Pauliego, ktéry implikuje, ze wy-
miar przestrzeni reprezentujacej uktad zawierajacy L weztéw z N fermionami jest réwny licz-
bie kombinacji N-elementowej zbioru L-elementowego. Taki rozktad (4.3) jest szczegdlnie

istotny w przypadku, kiedy uktad ma zachowang liczbe czastek w uktadzie
[ﬁ,f\]] = 07 (4-5)

gdzie N = > 71i to operator liczby wszystkich czastek w uktadzie. Kiedy warunek (4.5) jest
spetniony, hamiltonian H moina roztozy¢ na sume prostych hamiltonianéw Hye H ]L\, na-

lezacych do odpowiednich podprzestrzeni
L
H-= @I:I N- (4.6)

Kiedy taka symetria (4.5) jest spetniona, uktad ma zachowang liczbe czastek N i mozna roz-
wigzywal zagadnienie hamiltonianu H poprzez rozwigzywanie mniejszych probleméw Hy
z okreslong liczbg czastek N.

Do badania uktadéw oddziatujacych wielu czastek, wygodna baza jest baza Waniera —
T

baza potozeniowa. Operator kreacjia; tworzy fermion w wezle i, operator anihilacji a; niszczy

fermion w wezle i. Zgodnie z zakazem Pauliego, ktéry wynika wprost z regut antykomutacji

t

operatorow d;, a; :

{ai,al} = &, {aia;} =0, (4.7)
kwadrat operatoréw a;> = (aj)2 = (. Zadna para fermionéw nie moze by¢ w tym samym
stanie — zakaz Pauliego. Dla uktadu opisanego przez hamiltonian A € 5L w celu wygenero-
wania wszystkich stanéw bazowych wystarczy kazdg liczbe naturalng z przedziatu [0, 25 — 1]

przekonwertowad do postaci w zapisie dwéjkowym z wykorzystaniem L bitéw. Przyktad

(0)10 — (00---0),, (3)10 — (110---00),, itd., gdzie przyjeto numeracj¢ bitéw z konwen-

L L
cjg big endian. Odpowiednio 1/0 moze reprezentowaé stan obsadzony/nieobsadzony, a ko-

lejne cyfry reprezentowaé ponumerowane wezly sieci. Fermiony posiadajg antysymetryczne
stany, tzn. zamiana miejscami dwéch fermionéw prowadzi do zmiany znaku stanu kwanto-
wego. Dlatego nalezy okresli¢ doktadng numeracje czastek. Przyjeto analogiczna numeracje

standw, zgodnie z réwnaniem (3.34)
1110005 = a!a}|00000). (4.8)

38


https://pl.wikipedia.org/wiki/Dwumian_Newtona
https://en.wikipedia.org/wiki/Endianness

Rozdziat 4. Metody doktadnej diagonalizacji 4.2. Symetria parzystosci

Zgodnie z réwnaniem (4.7), dzialanie operatoréw agai |00000) wyprodukuje stan ze zna-
kiem przeciwnym —|11000).

Bezposrednia konstrukcja bazy z wykorzystaniem konwersji liczb pomiedzy system dzie-
sictnym, a dwdjkowym jest nieefektywna. Standardowo w jezyku programowania c++
32-bitowa zmienna typu unsigned int moze przechowywac liczby catkowite z przedziatu
[0,232 — 1]. Utworzone stany z konwersji (... )0 na (... ), nie s3 w zaden uzyteczny sposéb po-
sortowane. Wykorzystujac kombinacyjny system liczbowy [147], mozna generowaé stany ba-
zowe z wybranej podprzestrzeni 7%, z okreslona liczbg czastek N. Takie rozwigzanie zapew-
nia generowanie ( 1%,) < 2F stanéw bazowych o okre$lonej liczbie N. Algorytmy do wyzna-
czania elementéw macierzowych, ktére korzystaja z kombinacyjnego systemu liczbowego, s3
bardziej wydajne niz te korzystajace z bezposredniego generowania stanéw bazowych z kon-

wersji liczb do systemu dwéjkowego.

Mozna dokonaé podziatu przestrzeni Hilberta na podprzestrzenie 5% oraz 5% odpo-

wiednio z parzystg oraz nieparzystg liczba czastek

A= AL AY, (4.9)
gdzie:
/2]
AL = A5y, (4.10)
N=0
L/2]-1
A = P A5y (4.1x)
N=0

Jak stwierdzono w rozdziale 2, uktady fermionowe, w stanie nadprzewodzacym lub w kontak-
cie z nadprzewodnikiem, posiadaja symetrie parzystosci liczby czastek. Hamiltonian uktadu
zawierajacy symetrie parzystosci mozna roz{oiyc' na podprzestrzenie parzyste i nieparzyste
rozwiazujac zagadnienia oddzielnie dla poszczegdlnych podprzestrzeni. Analizg takiego ha-
miltonianu mozna znaleZé w kolejnej sekgji 4.3. Warunkiem koniecznym istnienia symetrii
parzystosci jest komutacja hamiltonianu A uktadu z catkowitym operatorem parzystosci &

[réwnanie (2.11)]

[H, 2] =0. (4.12)

Jedli réwnanie (4.12) jest spetnione, to hamiltonian H mozna roztozy¢ na sume prostych ha-

miltonianéw H¢ oraz H?, ktére naleza odpowiednio do podprzestrzeni z parzysta i nieparzy-
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4.3. Konstrukcja bamiltonianu Rozdziat 4. Metody doktadnej diagonalizacji

sta liczbg czastek

H=HA°®H°, H°e#t H° e AL (4.13)

Dzigki takiemu rozktadowi hamiltonianu H na sume prost, problem wtasny takiego hamil-
tonianu sprowadza si¢ do dwdch mniejszych probleméw whasnych hamiltonianéw H¢ oraz

H°. Zagadnienie wlasne hamiltonianu H mozna zapisaé w nastepujacy sposob

H|n) = E|n), (4.14)

gdzie |n) to stan wlasny hamiltonianu, a E to odpowiadajaca mu energia wlasna. Réwna-
nie (4.14) stanowi bardzo wazne réwnanie: niezalezne od czasu rownanie Schrodingera (ang.
time independent Schridinger equation, TISE). Rozwigzania tego réwnania, stany wlasne |n),
reprezentuja stacjonarne rozwigzania uktadu, czyli stany dla ktérych pomiar dowolnej obser-
wabli nie zalezy od czasu.

Po rozktadzie (4.13), rozwigzania réwnania (4.14) sa rGwnowazne rozwiazaniom nastepu-

jacych réwnan Schrédingera (71SE):
He|n®) = E¢|n°), (4.15)
HO|n®) = E°|n®). (4.16)

W celu transformacji do oryginalnej bazy H nalezy wykonaé sume prostg rozwiazasi [n¢), [n€)

z wektorami zerowymi 0¢, 0° z odpowiednich podprzestrzeni .72 I;, T 5 :

In) — [n“)®0°, (4.17)
In) — 0°@®|n?). (4.18)
Takie transformacje odwrotne sa szczegdlnie przydatne podczas realizacji algorytmu bazu-

jacego na lokalnych catkach ruchu (ang. local integral of motion, LIOM), o ktérym wiccej

w rozdziale s.

Wyniki obliczeniowe przedstawione w dalszej czgsci pracy dotyczg ukladu, ktéry moze
by¢ opisany za pomocg hamiltonianu modelu Kitaeva Hitzev [réwnanie (2.20)] rozszerzo-
nego o oddziatywania wielocialowe Hy [1, 2, 123, 128]. Oddzialywania wielocialowe pelnig

istotng rol¢ w uktadach niskowymiarowych i mogg efektywnie wplywaé na wlasciwosci ta-
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S>

Rysunek 4.1: Schematyczna konstrukcja hamiltonianu Kitaeva wg blokéw o okreslonej liczbie czastek. Sektor
o parzystej liczbie czastek He. Poszczegdlne elementy reprezentuja: (a) niebieskie linie — elementy diagonalne

i, ;i1 j; (b) czerwone linie — przeskoki czastek a:.raj +H.c.; (c) zielone linie — kreacje/anihilacje par a;ra} +H.c..

kich ukladéw. Posta¢ takiego hamiltonianu jest nastepujaca

I:IKitaeerV = 2 [(tg alTaj + Aija:-ra;) + H.C.] + Zﬂiﬁi + Z Vij ﬁiﬁj, (4.19)
@) i )
HXitev [réwnanie (2.20)] Hy

gdzie V;; to amplituda potencjatu oddziatywania fermion—fermion. W odréznieniu od ha-
miltonianu z réwnania (2.20), w hamiltonianie (4.19) operatory liczby czastek 71; zostaly prze-
sunicte o staty A; — 71; = n; — %.‘ W takim uktadzie zachowana jest symetria parzystosci, co

mozna sprawdzi¢ liczac komutator

[ﬁKitaev+Va @] = 07 (4~20)

lub dokonujac obserwacji, Ze w hamiltonianie dla dowolnego stanu bazowego nie istnieje
operator, ktdry zmienia parzystos¢ danego stanu. Hamiltonian Hjgev+v nie spetnia nato-
miast relacji

[I:IKitaeerV,N] # 0. (4-21)

W uktadzie nie jest zachowana liczba czastek, co jest konsekwencja obecnosci wyrazéw typu
a;a; w hamiltonianie.

Narysunku 4.1 przestawiono schematycznie w jaki sposéb mozna skonstruowaé elementy
macierzowe hamiltonianu Hieaey+v - Dzigki spetnieniu réwnania (4.20) oraz korzystajac
zréwnan (4.9)—(4.11) oraz (4.13) z poprzedniej sekcji 4.2, elementy macierzowe hamiltonianu

HYitaey+v mozna skonstruowaé wyznaczajac elementy poszczegdlnych blokéw o okreslonej
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Rysunek 4.2: Niezerowe elementy macierzowe (n|Hxitaev+v|m). (L = 10, sektor parzysty, jednowymiarowy

drut, OBC)

liczbie czastek nalezacych do poszczegdlnych podprzestrzeni 77 IL\, o okreslonej parzystosci:
even — parzystej lub odd — nieparzystej. Te elementy beda zwiazane z wyrazami, ktére nie

zmieniajg liczby czastek. W przypadku H Kitaev+V Deda to elementy zwiazane z wyrazami:
T

(a) przeskokéw czastek a; a; + H.c.; (b) wszystkich operatoréw, ktére zliczajg czastki: 7i; czy

i;itj. Te elementy zaznaczono na rysunku 4.1 w obrebie szarych kwadratéw (linia ciagta).

Pozostale elementy zwigzane s3 z mieszaniem si¢ sektoréw o réznej liczbie czastek. Dotycza
T

one elementdéw, ktdre kreuja/anihilujg pare czastek: a; a; +H.c. Narysunku 4.1, te elementy

zostaly zaznaczone w obrebie szarych prostokatéw (przerywana linia).

Na rysunku 4.2 przedstawiono niezerowe elementy macierzowe hamiltonianu Hitaey+v -
W tym przyktadzie wyswietlono elementy macierzowe dla odpowiadajacego uktadu o geome-
trii jednowymiarowego drutu L = 10 (polaczenia s3 tylko pomigdzy najblizszymi sasiednimi
weztami (i, j) — (i,i+ 1)), otwartych warunkach brzegowych OBC oraz wybrano podprze-
strzei o parzystej liczbie czastek. Analogicznie jak na rysunku 4.1, na rysunku 4.2 szarymi

prostokatami zaznaczono odpowiednie sektory.

Wigkszos¢ programéw, ktére pozwalaja odtworzyé wyniki zamieszczone w tej pracy
doktorskiej, mozna znaleZé w autorskiej bibliotece soLIDstate napisanej w jezyku
C++, udostepnionej w serwisie github (https://github.com/andywiecko/SOLIDstate)
na licencji GpL. Biblioteka bazuje na poteznej bibliotece Armadillo [148, ].
Armadillo to tzw. wrapper, ktéry moze by¢ interfejsem dla réznych bibliotek do al-
gebry liniowej, takich jak LAPACK, OPENBLAS, ARPACK, SUPERLU, itd. Armadillo

posiada bardzo dobry balans pomiedzy szybkoscia wykonywania programéw, a ta-
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twoécia obstugi ze wzgledu na bardzo podobng skladni¢ do wysokopoziomowego
MATLABa. Armadillo posiada klasy do przechowywania macierzy gestych oraz rzadkich dla
réznych danych, m.in. double, complex<double>, itd. Biblioteka umozliwia rozwigzywa-
nie réwnan Schrédingera (77SE) takich jak réwnanie (4.14) zaréwno dla macierzy gestych,
jak i rzadkich. Procedury dla macierzy gestych korzystaja z procedur dostgpnych w Lapack
[doktadna diagonalizacja, (ED, ang. exact diagonalization)], a procedury dla macierzy
rzadkich korzystaja z tych dostepnych na aArpACK. Te drugie bazuja na algorytmie bazujacym
na przestrzeni Krylowa [150] — ang. Implicitly restarted Arnoldi method (IRAM) [i51].
W wickszosci przypadkdw, struktura elementéw macierzowych hamiltonianéw w uktadach
silnie skorelowanych jest bardzo rzadka. Naturalne jest zatem przechowywanie danych
w postaci macierzy rzadkiej. W ten sposéb mozna zyska¢ ogromne ilosci pamieci operacyjnej
komputeréw. Zaréwno ED jak i IRAM maja swoje wady i zalety. Zasadnicza zaleta metody
ED jest mozliwo$¢ badania catego spektrum hamiltonianu. W przypadku JRAM ograni-
czenie jest do kilku wybranych wartosci z widma hamiltonianu. Ztozono$¢ pamieciowa £D
wynosi O[(dim 7#)?], a dla IRAM zalezy od uktadu. Dla typowych uktadéw z fizyki silnie

skorelowanych fermionéw, ta zaleznoé¢ wynosi O(dim .77).
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ROZDZIAL

Mody Majorany jako lokalne catki ruchu

W tym rozdziale zostanie przedstawiona metoda, ktéra stuzy do identyfikacji operatoréw

MZM, ktére sa zachowane i lokalne. Algorytm zostal zaproponowany w naszej pracy [1].

Schemat postgpowania algorytmu, opisanego w tym rozdziale, jest bardzo podobny
do metody wykorzystanej do badania lokalnych catek ruchu (LIOAL) w modelu Heisen-
berga [152, 153]. LIOM sa szczegdlnie istotne w fizyce lokalizacji wielu ciat (AMBL). Zainte-
resowanego czytelnika tematyka LIOM i MBL odsytam do literatury [154-158].

W pracy [1] opracowalismy metodg, ktéra pozwala na znajdowanie zachowanych, lokal-
nych operatoréw I' = . 0¥, z rzeczywistymi wspdtezynnikami o;. Lokalno$¢ oznacza
w tym przypadku, Ze kazdy operator ¥; € By, zwiazany jest fizycznie tylko i wylacznie z jednym
weztem sieci. Bardziej formalng dyskusje dotyczaca lokalno$ci mozna znalezé w rozdziale 7,
gdzie zaprezentowano wyniki z [1]. Przedstawiona ponizsza metoda jest ogdlna i moze by¢
wykorzystana do badania dowolnego hamiltonianu. Rozwazmy hamiltonian w diagonalnej
bazie stanéw whasnych H = > E,|[n)(n|. W celu badania w jakim stopniu dany operator
zachowany jest w czasie, przydatna konstrukcjg jest érednia I po nieskoriczonym czasie z ope-

ratora'
t

P fim - J &)= Y T 1o, (51)
E.—E,,

t—o0
0

gdzie Ty = (n|T|m), a |n), |m) i Ep, E,y to s stany i energie whasne hamiltonianu A. Jeli
'=Tto wtedy taki operator jest catkowicie zachowany — jest to catka ruchu. Taki operator
komutuje z hamiltonianem [H,T] = 0.

Omawiana w tym rozdziale metoda pozwala generowaé tzw. silne MZM (ang. strong),
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5.2 Korelacje

wielocialowe

s.2. Kgrelacje wielociatowe Rozdziat 5. Mody Majorany jako lokalne catki ruchu

Strong MZM  Poziomy energetyczne

N

Szczelina energetyczna Soft MZM

| b [, T) =0

Rysunek s.1: Schematyczne poréwnanie strong i soft MZM.

ktére sa stabilne dla dowolnie duzych temperatur [150—161]. MZM T, dla ktérej warunek ko-
mutagji jest spelniony tylko i wytacznie dla hamiltonianu H proj» ktory zostat zrzutowany do
niskoenergetycznej podprzestrzeni [H projs | = 0, nazywamy stabg MZM (ang. soft) [16-2].
Na Rysunku 5.1 schematycznie przedstawiono réznice pomiedzy soft, a strong MZAM.

Poza specyficznymi warto$ciami parametréw uktadu, w skoficzonych uktadach AMZA1

nie s3 Scisle zachowane [134, 135]. Relacja komutagji nie jest spetniona doktadnie
[A.T] = 0@, (52)

gdzie & to dtugos¢ zwiazana z zanikaniem MZAM od brzegu ukiadu, ktdra zalezy od para-
metréw hamiltonianu. Niezerowa warto$¢ komutatora (5.2) oznacza, ze MZM bedzie miata
skoriczony czas zycia, a warunek komutacji (2.15) bedzie jedynie spetniony w granicy termo-
dynamicznej. Numerycznie mozna badaé jedynie skoriczone uktady, dlatego poszukiwanie
operatoréw MZM mozna sprowadzi¢ tylko i wylacznie do problemu optymalizacyjnego

wspotczynnikéw o;.

Jako optymalny zestaw parametréw @;; rozumiemy taki zestaw, ktéry generuje operatory I
podobne do T jak to tylko mozliwe. Jako kryterium podobieristwa operatoréw wykorzystano

iloczyn skalarny Hilberta—Schmidta
(A|B) = Tr(A"B)/Tr(1). (5:3)

Taki iloczyn skalarny odpowiada usrednianiu termicznemu dla nieskoriczonych temperatur.

Jako kryterium podobienistwa mozna réwniez wprowadzi¢ odpowiedni iloczyn skalarny dla

46



Rozdziat 5. Mody Majorany jako lokalne catki ruchu s.2. Kgrelacje wielociatowe

skoriczonych temperatur
(AIB)g = Tr(e PHATB) /Tr(e~P1), (5-4)

W skoriczonych temperaturach czas zycia MZM jest wigkszy. W referencji [153] mozna zna-

lez¢ inne propozycje iloczynu skalarnego. Korzystajac z iloczynu skalarnego mozna zdefinio-

|A = +/(A|A) = / Tr(ATA) /Tr(1). (5-5)

Zadanie znalezienia najbardziej podobnego CdoT sprowadza si¢ do znalezienia wspdtczyn-

wac norme operatoréw

nikéw o = (%|T), ktére beda minimalizowaly nastepujacy kwadrat normy’

|(C=D)% =1 (5:6)
Réwnosé (5.6) wynika z waznej tozsamosci'

(F|T) = (T) = (I[T). (57)
W celu optymalizacji o; nalezy zmaksymalizowaé HI:H 2

A = max |T'|*> = max(T|T) = max(T|T). (5-8)
{oi} {ai} {oi}

Parametr 1 — A mierzy odlegto$¢ pomiedzy operatorami Cil. W celu dalszej interpretacji

parametru A warto operator I roztozy¢ w nastgpujacy sposéb
r=r+1+ (5-9)

Czeé¢ T opisuje czes¢ zachowang (zerowy mod) operatora Majorany [H,T] = 0, a czes¢ Tt
jest ortogonalna do I (l:\l:i) = 01imozna ja wyrazi¢ w nastepujacej postaci
= Z an|n><m| (5.10)
Ey#En

Dalej w oczywisty sposéb wymienione operatory mozna powiazaé z nastepujacymi normami

operatorow:
IT)* = (OT) + (THTY) = 1, (s.11)
”1:H2 =1, (5.12)
ITH>=1-A. (5.13)

Jesli A = 1 to I jest catka ruchu — operator catkowicie zachowany w czasie I' = I'. Dla

A € (0,1) czeé¢ informacji w korelacji (T'|T) jest zachowana dla dowolnie dtugich czaséw.
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W przypadku gdy A=0ta informacja jest catkowicie tracona w czasie ewolugji. Problem
optymalizacyjny (5.8) mozna uprosci¢ dalej, rozpisujac operatory w bazie operatoréw Majo-
rany B%

A= 1}10??2 o (7;|v;) e = I?Oflfz oK), (5.14)
i ij i ij

gdzie

Kij = (7lv)) (s-15)
to macierz nieujemnie okreslona Vo o' Kot > 0, gdzie o = [] to wektor wspStezynnikéw
kombinacji operatoréw Majorany. Problem (s.14) sprowadza si¢ do zagadnienia wlasnego

macierzy K

Ka=Aa. (5.16)

Zgodnie z twierdzeniem min-max [163], najwicksze wartosci wlasne A i odpowiadajace im
wektory wlasne o stanowg rozwigzanie problemu (s.14). Wszystkie niezerowe A odpowiadaja
niezaleznym MZM.

Nalezy tutaj przypomnieé, ze MZM w skoriczonych uktadach nie s catkowicie zacho-
wane [réwnanie (5.2)]. W celu badania calek ruchu w skoriczonych uktadach nalezy rozwazaé

$rednig (5.1) na skoriczonej skali czasowej f € [0, T]. Takg $rednig mozna zdefiniowad w naste-

pujacy sposéb'

©

= [ ar™? = ¥ Ll (517)
—o0 |En—Enl<1

Takie usrednianie odpowiada obcieciom szybko oscylujacych wyrazéw w reprezentacji spek-

tralnej operatora, co wyraznie wida¢ w pdzniejszym réwnaniu (5.19). Catkiem oczywiste

jest, ze dla nieskoriczonego czasu obie Srednie s3 réwne [ =1lim;_o 7, tak samo korelacje

(T|T) = lim;_,o(C7|T). Standardowo do badania korelacji na skoficzonym oknie czasowym

wykorzystuje sie dany korelator'
(T()[T) = 3 D & En =B [Gn[Tm) (s.18)

gdzie Z = Tr 1. Standardowe autokorelacje operatoréw (I'(z)|I") rézna si¢ od korelacji
(T°|T) z wykorzystaniem usredniania (5.17). Relacje pomiedzy tymi korelacjami mozna do-
brze wyrazi¢ w nastepujacy sposob’

0

(T = % fdw f dr e ((¢)|T). (5.19)

—00
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W powyzszym réwnaniu widad, ze takie usrednianie wycina szybko oscylujace wyrazy z ko-
relacji (I'(¢)|T). W referencji [164] (rysunek 2) mozna znalez¢ poréwnanie korelacji (I'*|T)
do korelagji (I'(¢)|I") w zastosowaniu do fizyki MBL. Przedstawione w pracy [16+] wyniki
pokazuja asymptotyczng zbieznos¢ (I'¥|T") do (I(#)|T).

Kluczowe réwnanie (5.7) jest réwniez spetnione dla sredniej po skali czasowej T [patrz

dodatek B — réwnanie (5.7)]
(F7IT7) = (TF|r) = (T|T). (5:20)

Zatem dla$redniej ['* mozna przeprowadzié identyczna analize jak dla $redniej T — o0 w réw-
naniach (5.6), (5.8), (5.14) oraz (s5.16), wprowadzajgc wielkosci zalezne od 7: A(7), a(7),
K5 = (7).

Podsumowujac, przedstawiona metoda jest ogélna — pozwala na znajdowanie lokalnych,
silnych MZM znajwigksza wartoscig A = (I'|T") dla dowolnego hamiltonianu. Jesli A = 1 al-
gorytm znajduje $cisle mod zerowy: [H,T] = 0. W przypadku gdy A < 1, algorytm znajduje
MZM z najwieksza czeécia zachowang T.

Podczas badania uktadéw fizyki statystycznej badz ciata stalego, interesuja nas duze uktady
w granicy termodynamicznej, dla ktérych liczba wezléw L — oo, Przy symulowaniu takich
uktadéw jeste$my ograniczeni zasobami pamicciowymi i czasowymi naszych komputeréw
i wykonanie obliczeni dla uktadéw o bardzo duzych rozmiarach jest albo niemozliwe, albo
dtugotrwate i kosztowne pamieciowo. Wiele wielkosci fizycznych badamy z wykorzystaniem
odpowiedniego skalowania — skalowanie rozmiarowe (ang. finite size scaling, FSS). Wyko-
nuje sie to przez pomiar danej wielkosci dla kilku wybranych wielkosci L, a nastepnie podej-
muje si¢ préby znalezienia, dopasowania odpowiedniej funkcji, dzicki ktdrej bedzie mozliwe
oszacowanie badanej wielkosci dla L — cc.

Podczas badania uktadéw z otwartymi warunkami brzegowymi (OBC) istotnie wazne jest
w jakiej kolejnosci dokonuje si¢ skalowania rozmiarowego i czasowego. W takich uktadach
o L wezlach, skalowanie L — o0 powinno wyprzedzaé skalowanie czasu t — o0 (lub skale
czasowq T — 0) [165, 166]. Numerycznie jeste$my w stanie przeprowadzaé obliczenia jedy-
nie dla skoficzonych uktadéw. Z tego powodu 7 podczas wyznaczania I'® [réwnanie (5.17)]
powinno by¢ utrzymywane na wysokim, lecz skoficzonym poziomie, az do zakonczenia pro-

cedury skalowania rozmiarowego. Dla skoriczonych rozmiaréw relacja komutacji dla MZAM
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nie jest spelniona doktadnie [réwnanie (5.2)], w konsekwengji dla skoniczonych rozmiaréw
nastepujaca granica jest prawie zawsze spetniona limy o, lims—, o, A = 0 (poza ewentualnym
specjalnym dostrojeniem parametréw modelu). Natomiast granica A = lim;_o lim; 0 A,
w ogdlnym przypadku jest rézna od 0. Dla MZAM, ktére sa silne ta granica A =~ 1.
W celu znalezienia odpowiedniej funkeji do dopasowania zaleznosci A(7), skorzystano
z zalozenia, Ze typowe oddziatlywanie wielocialowe powoduje najczeéciej eksponencjalny za-
nik wszelkich korelacji. To samo dotyczy¢ moze nawet zaburzonych ukladéw catkowal-
nych [15]. Korzystajac z réwnania (5.19) mozna pokaza¢, ze dla korelacji (I'(¢)|I") wyrazonej
W nastepujacy sposéb
(L)1) =1/, (5.21)

gdzie 77 to pewna skala czasowa zwigzana z niszczeniem korelacji na skutek oddziatywar wie-

lociatowych, korelacja (I'*|T") przyjmuje posta¢!
(T°|T); = Zarctan (%) : (5.22)

Okazuje sie, ze taki opis korelacji dla uktadu z dwoma przekrywajacymi sic MZA nie jest
wystarczajacy. Bez oddziatywan wielocialowych funkcja autokorelacji dla przekrywajacych

sie MZM dana jest przez [1] (wyniki numeryczne przedstawiono w rozdziale 7)
(TCF|D)m = © (Tt — 7), (5-23)

gdzie Ty to pewna skala czasowa zwigzana z oddziatywaniem modéw Majorany, patrz roz-
dzial 5. Aby znalez¢ odpowiednig funkcje do dopasowania nalezy wréci¢ do korelagji z réw-

nania (s.21) i przedstawic jej transformate Fouriera'

0]
2T]

(C(@)T); = 57 J dr e!e I/ — T (@) (5:24)

—o
W dziedzinie czgstotliwosci o, funkcja korelacji (I'(@)|T") s to Lorentzian, ktdry dla 77 — o0
staje si¢ funkeja deltopodobna & (@). W celu zachowania zgodnosci pomiedzy dwoma me-
chanizmami: relaksacji na skutek oddziatywan wielociatowych (5.22) oraz relaksacji na skutek
oddziatywat modéw Majorany (5.23), mozna przesuna¢ czestoéci o czesto$é zwigzang ze skalg

™
1
w— 00— — (5.25)
™

otrzymujac wtedy postaé korelacji' (I'¥|T')

(T = 1 {arctan {(l — L) TI] + arctan l(l + L) T[] } . (5.26)
T T v T v
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Tak zdefiniowana funkcja korelacji, w przypadku kiedy, oddziatywania wielocialowe nie
sg istotne (77 — 20) lub oddzialywania na skutek przekrywania si¢ MZA nie sg istotne

(Tm — 0), odtwarza poprzednio zdefiniowane korelagje (5.22) oraz (5.23):

lim (fT|F)IM = (f‘T’F)M, (5.27)
T—0

lim (fT‘F)IM = (fT’F)I. (5.28)
TM—> 0

Wyniki numeryczne dotyczace takich korelacji zostaty przedstawione w rozdziale 7.

ST
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ROZDZIAL

Dynamika kwantowa

W tym rozdziale opisane zostanie w jaki sposéb badano dynamike uktadéw kwanto-
wych w przedstawionej rozprawie doktorskiej. Przedstawione zostang dwa schematy nume-
ryczne do rozwigzywania réwnan rézniczkowych: schemat Runge—Kutta czwartego rzedu
oraz schemat wielomianéw Czebyszewa. Bedzie tutaj omdéwione w jaki sposéb mozna nu-

merycznie wyznaczaé fazy geometryczne i dynamiczne dla ewolugji cyklicznych.

Odpowiednikiem réwnania Newtona mechaniki kwantowej jest zalezne od czasu rowna-
nie Schridingera (ang. time dependent Schrodinger equation, TDSE), ktére mozna zapisaé

W nastepujacej postaci
ing|w(r)) = H )y (1)), (6.1)

gdzie 11 to stata Plancka podzielona przez 2. Réwnanie to opisuje ewolucje stanu kwanto-
wego |W(t)) — jest to réwnanie ruchu. W dalszej czgéci pracy we wszystkich réwnaniach

przyjeto hi=1. Rozwiqzanie tego réwnania jest nastepujace

(w(t)) =% (1,0)|y(0)), (6.2)

gdzie % (t,0) to operator ewolugji, a | y(0)) to warunek poczatkowy — stan kwantowy dla
czasut = 0. Operator ewolucji % (t,1") w nastepujacy sposdb zwigzany jest z hamiltonianem

uktadu H

t
U (1,4') = TFexp _ifdt”ﬁ(w , (63)

t/
gdzie 7 to operator chronologiczny, at > W rozwigzaniu pojawil si¢ operator T, poniewaz

wogdlnosci [H(t),H (t')] # 0dlat # t'. Wazna whasnoscig operatora ewoludji jest przechod-
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'Oczywiscie mozna to
zrealizowad przy pomocy
jednej macierzy, a jedynie
pomnozenie kolejnej
macierzy z iloczynu
generowad w locie. Takie
podejscie jednak nie jest

efektywne.

6.1. Petna ewolucja czasowa Rozdziat 6. Dynamika kwantowa

nios¢
w (" t)=w " U (1) (6.4)
Korzystajac z tej wiasnosci operator % (t,¢') mozemy zdekomponowaé na iloczyn skoriczo-

nej liczby M operatoréw ewolugji

M—1
Ut) = || %t —8tmt— Stm_1), (6.5)

m=0
gdzie Ot,, = mSt,a MOt =t —t'. Na bardzo krétkim przedziale czasu [, + 6¢] operator

ewolucji % (t + 6t,t) mozna przyblizy¢
Ut + 8t,t) ~ exp[—iH(t + 5t/2)5t]. (6.6)

Skorzystano tutajz metody punktu srodkowego do obliczenia catki z réwnania (6.3) i przyjeto
warto$¢ hamiltonianu w potowie przedziatu czasu [t,f 4 Ot], tzn. t 4 0t /2. Przedstawiona
metoda przyblizenia % nalezy do jednej z prostszych metod. Metode punktu $rodkowego
mozna by zastapic¢ bardziej ztozonym schematem przyblizonego catkowania numerycznego
np. z wykorzystaniem metody trapezéw. Dla badanych hamiltonianéw w rozprawie doktor-
skiej, wyzej przedstawione przyblizenie jest wystarczajace do otrzymania wynikéw ze satys-
fakcjonujacym btedem numerycznym.

W celu generowania przyblizenia % (¢,¢') [réwnanie (6.5)], konieczne jest przechowywa-
nie w pamigci co najmniej dwéch macierzy: % (¢ + 8t,t), % (t + 26t ,t + 8t). Nalezy tutaj
podkreslié, ze do rozwigzania réwnania (6.1) nie jest konieczne generowanie samej postaci
operatora % (t,t"). Stan kwantowy mozna propagowaé wg nastepujacego iteracyjnego sche-

matu
(Wt +61)) =% (1 +6t,1)|y(t)). (67)

W takim podejsciu, zamiast w pamieci przechowywaé co najmniej dwie macierze reprezentu-
jace % (t + Ot t) iwektor reprezentujacy stan | Y(t) ), wystarczy przechowywaé jedng macierz
i wekror.

Istnieje technika, ktéra znajduje tylko jeden operator ewolucji 7 (¢,0) = exp[—iQ¢]. Ta
technika nazywa si¢ rozwinieciem w szereg Magnusa [167]. Metoda bazuje na wyznaczaniu
szeregu komutatoréw hamiltonianu dla réznych czaséw. Od strony fizyki uktadéw silnie sko-
relowanych, ogromna wada tej metody jest fakt, ze z kazdym kolejnym komutatorem z ta-
kiego rozwiniecia, rosnie ilos¢ niezerowych elementéw macierzy, ktérg reprezentuje przybli-

zenie operatora 2.
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Przyblizony propagator (6.6) w wigkszosci przypadkéw nalezy dalej przyblizaé, poniewaz
zeby otrzymacd jego postaé, trzeba wykonad operacje podniesienia do potegi macierzy. Na
szczg$cie zgodnie z réwnaniem (6.7) nie trzeba generowad postaci propagatora explicite. Wy-
starczy technika ktdra imituje dziatanie takiego operatora. Zestawienie wybranych metod,

wg ktérych mozna tego dokonaé zawarte jest w referencji [16¢].

Bardzo prostg do implementacji metoda do rozwiazywania zwyczajnych réwnan réznicz-
kowych (ODE) jest schemat Runge—Kutta [169, 170]. Metoda jest rozszerzeniem algorytmu

Eulera. Iteracyjny schemat [réwnanie (6.7)] dla algorytmu Runge-Kutta czwartego rzedu

przyjmuje nastepujacg postac [171]
w(r+80)) = [w(t)) + g (ki) +2[ka) +2lk3) + [ka), (638)

gdzie wektory |k1), |k2), |k3), |ka) s zdefiniowane przez:

ki) = —i8tH (1) (1)), (6.9)
lkay = —i81H (1 + 81/2)(|w(1)) + 3 |k1)), (6.10)
lks) = —i8tH (1 + 81/2)(|w(1)) + 5 |k2)), (6.11)
[kay = —i8tH (1 + 81)(|y (1)) + |k3)). (6.12)

Dzigki prostocie implementagji tej metody, taki schemat moze stanowi¢ dobre narzedzie do
weryfikacji implementacji bardziej ztozonych schematéw ewolucji kwantowe;.

Do otrzymania wynikéw zwigzanych z ewolucja czasowa w tej pracy doktorskiej wykorzy-
stano algorytm bazujacy na przyblizeniu za pomoca rozwinigcia w szereg Czebyszewa [172—

]. Wielomiany Czebyszewa sa bardzo poteznym narzedziem. Wielomiany te moga postu-
zy¢ do rozwigzywania ODE. Operator ewolucji [réwnanie (6.6)] mozna rozwingé w szereg
wielomianéw Czebyszewa. Wielomiany Czebyszewa s3 zdefiniowane na skoriczonym prze-
dziale [—1, 1] i stanowig ortogonalny zbiér wielomianéw. W celu rozwiniecia funkcji ope-
ratora w szereg Czebyszewa, najpierw nalezy przeskalowaé operator w taki sposdb, aby jego
cate widmo spektralne znajdowato si¢ w przedziale [—1, 1]. Najprostszym rozwigzaniem jest
transformacja liniowa. W réwnaniu przedstawiono, na przyktadzie hamiltonianu, w jaki spo-

s6b nalezy dokona¢ tej transformacji

H = AI:Iscaled + B, (6'13)
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gdzie A, B € R ktére transformujag widmo energetyczne do przedziatu [—1, 1]. Rozwiniecie

operatora ewolucji (6.6) w bazie wielomianéw Czebyszewa jest nastepujace

ot & N
o — eilBt Z Ck(A5t>Tk[Hscaled(t + %)]7 (6-14)
k=0

ele(t+

gdzie ¢ (t) to wspdiczynniki rozwinigcia szeregu Czebyszewa, a Ty (x) to wielomiany Czeby-

szewa zdefiniowane rekurencyjnie:

TO('X) =1, (6'15)
Ti(x) = x, (6.16)
Tk+1 (X) = 2ka(x) — Tk—l (X) (6.17)

Funkcje Ty (x) na przedziale [—1, 1] stanowig zbiér zupelny ortogonalnych wielomianéw

wraz z iloczynem skalarnym

{ 0, k#n,
T (x)T, (x
@ty = [ e BB 8y o, (618)
Tv1—x
- L k=m=#0

Mozna pokazaé analitycznie, ze wspStezynniki ¢ (f) rozwiniecia dla funkdji f(x) = e

majg nastepujaca postac’

(f(x), Tk(x))
(Ti(x), Tic(x))

gdzie Ji (1) to funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu k. To rozwiniecie mozna bezposred-

cr(t) = = (i) I (), (6.19)

nio wykorzysta¢ do przyblizania operatora (6.14).
Wykorzystujac M wyrazéw z rozwiniecia (6.14), definicji rekurencyjnej wielomianéw Cze-
byszewa (6.15)—(6.17) oraz wyznaczonych wspdlczynnikéw (6.19), bez generowania jawnej

postaci operatora ewolucji mozna w iteracyjny sposéb propagowa¢ stan kwantowy

M

Wt +60)y = > cr(A8t) Ti[Hcatea (t + 5] w(2)). (6.20)
k=0

To réwnanie mozeny analogicznie przedstawié, tak jak w réwnaniu RK4 (6.8)

lw(t+68t)y=e” (Aatw/ Z (AS1) \vk>) (6.21)
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gdzie | Vi) mozna generowad iteracyjne analogicznie jak wielomiany Czebyszewa:

Vo) = w(?)), (6.22)
’V1> = I:Iscaled(t + %)|V()>, (6.2,3)
Vi) = 2H scqtea (t + 31) [Vie1) — Vi) (6.24)

W standardowych problemach, wspétezynniki ¢ (¢) bardzo szybko zbiegaja do zera. Zazwy-
czaj wystarczy wziaé M = 5 + 15, aby osiagnal satysfakcjonujgce przyblizenie rozwiazania
réwnania Schrédingera (TDSE).

W celu weryfikacji statystyki nieabelowej (NAS) dla uktadéw zawierajacych MZAM , warto
najpierw zdefiniowa¢ kilka faz geometrycznych, zwigzanych z ewolucja kwantows. Faza geo-
metryczna to dodatkowa faza do fazy dynamicznej, jaka nabiera uktad podczas cyklicznes
ewolucji. W przypadku ogd/nej cyklicznej ewolucji kwantowej, fazg geometryczng jest faza
Aharonova—Anandana ¢aa [170]. W przypadku cyklicznej adiabatycznej ewolucji kwanto-
wej fazg geometryczng jest faza Berry’ego @perry [177]. Warunkiem koniecznym adiabatycz-
nosci ewolucji, jest niezanikajqca szczelina energetyczna AE migdzy stanem podstawowym,
a pierwszym stanem wzbudzonym. Zgodnie z twierdzeniem adiabatycznym, jesli uktad na
poczatku ewolugji ( = 0) znajduje si¢ w stanie podstawowym, to zaktadajac ze ewolucja be-
dzie przebiegal dostatecznie powolt, pozostanie on w stanie podstawowym w catym przebiegu
ewoluj.

Pod pojeciem ewolucji cyklicznej' rozumie si¢ taka ewolugje, dla ktérej stan poczatkowy

P (0) jest réwny stanowi koricowemu p (7)) w sensie macierzy gestosci

p(0) = [y (0)Xw(0)| = [y(T) Xw(T)| =p(T). (6.25)

W celu weryfikagji takiej whasnosci ewoludji cyklicznej, bada si¢ tzw. straty ,wiarygodnosci”
(ang. fudelity loss) [141]

Wioss = 1= [y () [w(0)). (6:26)
Dla ewoludji cyklicznej warunkiem koniecznym jest wioss = 0. Testy takiej wielko$ci wiggs

stosuje sic réwniez podczas badania wyplatania MZAM [112, 178, 179]. Dla cyklicznej ewolucji

stan koficowy i stan poczatkowy réznig si¢ tylko i wylacznie czynnikiem fazowym

W(T)) = €| y(0)) = e¥ue®m|y(0)). (6.27)
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Faza tego czynnika fazowego sktada si¢ z fazy dynamicznej @qyn oraz fazy geometrycznej
Pgeo [190]. Czes¢ dynamiczng mozna wyznaczy¢é w nastepujacy sposdb [161]
g

Bugn = f dr Cy(e) A0y (1), (6.28)

0

a cze$¢ geometryczng w taki sposéb [182]

7
Pgeo = arg(Y(0)|y (7)) -3 Jdt () gGlw(). (6.29)
0

W przypadku ogdlnej cyklicznej ewoludji, faza geometryczna @geo [réwnanie (6.29)] jest réw-
nowazna fazie Ahranova—Anandana ¢ . Natomiast w przypadku adiabatycznej, cyklicznej
ewolugji, faza geometryczng @oeo [réwnanie (6.29)] odpowiada fazie Berry’ego Pperry-
Numerycznie faze dynamiczng @gy, [réwnanie (6.28)] mozna policzy¢ w bardzo prosty
sposéb, np. korzystajac z metody trapezéw. Dodatkowa trudno$é pojawia si¢ przy wyzna-
czeniu Pgeo. Réwnanie (6.29) nalezy wezedniej zdyskertyzowad stosujac nastepujacy sche-

mat [182]
M—1

Deco = arg (W(0)|W( 7)) —arg | [ (w(81)|W(8tmr1)) (6:30)

m=0
gdzie 8t,, = mdt oraz catkowity czas ewolucji .7 = 8t .

Dla dowolnego czasu t € [0,.7 | mozna zdefiniowal faz¢ wymiany @ex (¢) [3, 112]. Faza
wymiany, kiedy zmiany parametréw hamiltonianu tworza zamknieta petle, dla ewolugji adia-
batycznej odpowiada fazie Berry’ego @ex (7)) = @Berry. Faze wymiany @ex mozemy wyznaczaé
wg nastepujacego dyskretnego przyblizenia

Pex (1) = arg (y(0) |y () —arg | [ W (8tm) W (8tms1)) (631)

Faze wyznacza si¢ niemalze w identyczny sposdb jak réwnanie (6.30), z t3 réznica, ze stany
|w(0)), |w(t)) niekoniecznie tworza ewolucje cykliczna. Faza wymiany nie jest niezmienni-
cza wzgledem cechowania i moze zaleze¢ od szczegdlnych toréw w przestrzeni parametréw
hamiltonianu ukladu. Taka faza moze stanowi¢ cenng wskazéwke podczas analizy danego
procesu, lecz nie przypisujemy jej znaczenia ﬁzycznego.

W przypadku uktadu z symetrig parzystoéci zawierajacego MZM, wygodnie jest zdefinio-
wad réznice faz z poszczegdlnych podprzestrzeni parzystosci. Zaktadajac, ze uklad ma dwa

stany podstawowe |e) oraz |0), odpowiednio z podprzestrzeni z parzysty i nieparzysta liczba
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czastek, to po ewolugji cyklicznej te stany beda si¢ réznic jedynie o czynniki fazowe:
[e) — e%imeltico|) (632)

0y — e!%inei¥io| o). (6.33)

Nastepnie zdefiniowano réznicg faz dynamicznych i geometrycznych' dla odpowiednich faz

z sektora parzystego i nieparzystego:

A¢dyn = ¢§yn - ¢gyn7 (634)
A(pgeo = (pgeeo - (Pgon' (6.35)

W przypadku perfekcyjnej degeneracji stanéw podstawowych |e), |0) na calej $ciezce ewolu-
cji, faza A@gyn = 0. W przypadku ewolucji zamieniajacej MZAM miejscami, wspomniana faza

A(])geo = A¢Be1rry = i% [ ]
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ROZDZIAL

Identyfikacja z wykorzystaniem catek

ruchu

W tym rozdziale beda przedstawione wyniki opublikowane w pracy [1]. W cytowanej
pracy, na przyktadzie modelu Kitaeva, przedstawiono w jaki sposéb mozna identyfikowad
MZM dla uktadu opisanego dowolnym hamiltonianem, z perspektywy algorytmu bazuja-
cego na LIOM opisanego w rozdziale s.

Znany jest fakt, ze w niskowymiarowych uktadach oddziatywanie kulombowskie nie jest
pomijalne i moze efektywnie wplywaé na whasciwosci takich uktadéw [125, 126, 183-185]. Ta-
kie oddziatywania sg réwniez istotne ze wzgledéw praktycznych. Nieporzadek jest obecny
w niemal wszystkich drutach pétprzewodnikowych, a MZAM nie s3 catkowicie odporne na
taki nieporzadek [93, 186, 157]. Srednie oddziatywania mogg stabilizowaé MZM ze wzgladu
na obecnosc takich zaburzed w uktadzie [121, 122, 125, 133].

Zasadniczo trudnym zadaniem jest identyfikacja MZM w ukladach z oddzialywaniami
wielocialowymi. Czesto, pierwszg przestanka jaka stawiaja autorzy sa badania degeneracji
stanu podstawowego. Nalezy tutaj przypomnied, ze degeneracja stanu podstawowego z pod-
przestrzeni z parzystg i nieparzystg liczba czastek (OE = 0) jest warunkiem koniecznym, aby
w ukladzie istniaty MZAM. Warunek wystarczajgcy jest nieco bardziej ztozony. Warunek ten
bazuje na lokalnej unitarnej rownowaznosci (ang. local unitary equivalance, LUE) pomigdzy
stanami uktadu z oddziatywaniami i stanami uktadu bez oddziatywan, w stanie topologicz-
nym [188]. W celu pokazania réwnowaznosci LUE, jeden ze stanéw podstawowych musi

sic da¢ w sposéb ciagly przetransformowad do drugiego stanu, przy czym szczelina energe-
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7.1. Uktad z oddziatywaniami wielociatowymi Rozdziat 7. Tdentyfikacja z wykorzystaniem catek ruchu

tyczna powyzej stanu podstawowego powinna pozostaé otwarta na calej $ciezce transforma-
qji [123, 189]. Warunek réwnowaznosci LUE sprawdza jedynie czy w danym uktadzie istnieja
wspomniane w rozdziale s soft MZM. Soft MZM s3 chronione tylko w temperaturach po-
nizej przerwy energetycznej — warunek komutacji (definicja) MZM z hamiltonianem H
[réwnanie (2.15)] spetniony jest tylko i wylacznie dla projekcji tego hamiltonianu na okre-
slona niskoenergetyczna podprzestrzen [162].

W Rozdziale 5 przedstawiona zostala metoda, za pomocy ktérej mozna identyfikowad
strong MZM w dowolnym ukladzie opisanym hamiltonianem ciasnego wigzania. W tym
rozdziale przedstawiono dzialanie oraz skutecznos¢ techniki opisanej w rozdziale 5. Jako
przyktad, zbadany zostat model Kitaeva z oddziatywaniami wielociatowymi dla uktadu jed-
nowymiarowego drutu z otwartymi warunkami brzegowymi (OBC). Taki model mozemy
interpretowa¢ jako fizyczng sytuacje, w ktdrej nanodrut spoczywa na powierzchni nadprze-
wodnika typu p. Taki uktad moze by¢ opisany za pomocg hamiltonianu (4.19). W pracy [1]
badalismy nastepujacy hamiltonian

L—-1 L 1 L-2
Aie vy = | (Palai + Adlal, )+ Hee |~ Y4V Y i +W Y iy,

. ; e
gdzie V, W to odpowiednio potencjaty oddziatywan pomiedzy pierwszymi najblizszymiidru-
gimi najblizszymi sasiadami. We wszystkich wynikach prezentowanych w tym rozdziale przy-
jetohh = 9=1.

Ponizej podsumowano poszczegdlne kroki metody opisanej w rozdziale s w celu identyfi-

kacji MZM w uktadzie:
1. diagonalizacja hamiltonianu (7.1) UTAEN U = diag(E,);
2. konstrukcja macierzy K7; = (¥,|y;) [réwnanie (5.15)];

(a) transformacja operatoréw z bazy polozeniowej Wanniera do bazy energetyczne;j
hamiltonianu % — UTyU;
(b) selekcja elementéw [réwnanie (5.17)] 7;° Z| Ey—En| <l 1 (%) nm|n){ml;
(c) wyznaczanie $ladéw [réwnanie (5.3)] (%;%|y;) = Te(¥;7y;)/Tr(1);
3. diagonalizacja macierzy Kl-Tj [réwnanie (5.16)] K* o, = A, (7T) @y
Na koricu algorytm znajduje DL modéw Majorany I', = > .( @t )i¥;, wraz ze stowarzyszong
warto$cig wlasna A, gdzien = 1,..., DL, L to liczba weztéw w uktadzie, a D to liczba stopni
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swobody zwiazanych z weztem sieci (w przypadku bezspinowych fermionéw, w modelu Kita-
evaD = 2).Jesli A, = 1 to dana kombinacja operatoréw Majorany jest zachowana w czasie,
jest catka ruchu. Dla 0 < A, < 1, czgé¢ informadji zwigzana z operatorem I, jest zacho-
wana dla dowolnie dtugich czaséw. W przypadku gdy A, = 0 infomacja zwigzana z ope-
ratorem I, jest catkowicie utracona. Analiza takich wartosci wlasnych A4, powinna zostad
poprzedzona odpowiednim skalowaniem rozmiarowym i czasowym. Szczegdly takiego ska-
lowania A, zostaly opisane w sekgji 5.3, 2 wyniki przedstawione w sekgji 7.3. W dalszej czesci
pracy bedziemy sie zajmowa¢ najbardziej zachowanym operatorem, czyli o najwickszej war-
tosci A(7) = max, A,(7). Badane w pracy uktady moga posiada¢ do dwéch niezaleznych

MZM, T oraz Iy, ktore posiadajg takie same wartosci wiasne A = A1 = A,

Na rysunkach 7.1(a), (b) oraz (d) przedstawiono zalezno$¢ funkeji autokorelacyjnej A (7)
dla najbardziej stabilnej kombinacji I'. Badany uklad, jednorodny taricuch Kitaeva, moze
zwieraé dwie MZM znajdujace si¢ na brzegach nanodrutu [6, 123, 135]. W tym rozdziale
pokazano wyniki dla tylko jednej z nich, chyba ze powiedziane zostanie inaczej. Wyniki
funkgji autokorelacyjnej dla drugiego najbardziej stabilnego operatora sg identyczne. Tak
jak napisano w rozdziale 5, w przypadku braku oddziatywan wielociatowych, funkcje kore-
lacyjne A (7) = O (Ty — T) [réwnanie (5.23)]. Taka zalezno$¢ A (7) to wynik otrzymany czy-
sto z obliczeri numerycznych [1] i zostal przedstawiony na rysunku 7.1(a). Na rysunku 7.1(a)
wida¢ wspomniany charakter A (7) — wyniki dla uktadu bez oddziatywari. W prezentowa-
nym przyktadzie przedstawiono zalezno$¢ A (7) dla kilku wybranych rozmiaréw. Nalezy tutaj
zwrdéci¢ uwage na skale logarytmiczng 7. Widaé, ze Ty (odpowiada to wartosci 7 kiedy na-
stepuje zmiana wartosci A z 1 na 0) rosnie wyktadniczo wraz z rozmiarem uktadu L dla pre-
zentowanego przyktadu. W konsekwengji dla prezentowanych wynikéw na rysunku 7.1(a)
Ty — 00 dla L — 00. Oznacza to, ze dla przedstawionych parametréw w ukladzie, w gra-
nicy termodynamicznej istnieja MZM o nieskoriczonym czasie zycia — s3 to doktadne catki
ruchu [H,T] = 0. Na rysunku 7.1(c) przedstawiono zaleznos¢ Ty (A) dla uktadu bez oddzia-
tywan, dla skoniczonego uktadu L = 10. Szczegdlny przypadek, A = 1, odpowiada sytuagj,
kiedy A = |¢°|. Dla takiego zestawu parametréw, tak jak pokazano w sekdji 2.3, w modelu Ki-
taeva istniejg MZM dokladnie komutujace z hamiltonanem nawet dla uktadéw o skoriczo-
nych rozmiarach, L < 0. Oczywiscie, w konsekwencji prowadzi to do Ty — 0 co ttumaczy

widoczng asymptote na rysunku 7.1(c).

Na rysunku 7.1(b), przedstawiono funkcje A (7) analogicznie jak na rysunku 7.1(a), ale dla

6s



"Dowdd mozna znalezé

w dodatku B.

7.1. Uktad z oddziatywaniami wielociatowymi

Rozdziat 7. Tdentyfikacja z wykorzystaniem catek ruchu

" (b)
0.8 i i
L 06 L -
\
0.4+ H i
0.2 v f
\¢ "o
0 Lu S i)
108 10*
107} 00 -2
106 01 —
105 L 0.5 == |
g 0.7 ==
10% L 0.9 ]
[ '.\..
103 L N
108 10*

T

Rysunek 7.1: (a), (b), (d) Funkcja autokorelacyjna A (7); () V =0,A = 0.5;(b) V = 0.2, W = 0.1, A = 0.5;
(d)L=12,A=0.3,W =V /2;(c) czas zycia MZM Tty (A) (L = 10,V =W = u = 0).

uktadu z oddziatywaniami wielocialowymi. Funkcja A (7) jest wygtadzona w poréwnaniu do
wynikéw bez oddziatywan, brakuje skokowego charakteru funkcji. Pozycja wygtadzonego
skoku, réwniez roé$nie eksponencjalnie tak jak na rysunku 7.1(a), co sugeruje, ze w granicy
lim; 0 limz 0 A ~ 1. Wydaje si¢, ze w ogdlnosci dla uktadéw z oddziatywaniami wielo-
cialowymi A < 1, co sugeruje, ze MZM w uktadach z oddzialywaniami nie s3 doktadnymi
catkami ruchu. Interesujace, ze oddziatywania moga powodowa¢ zwickszenie skali czasowej
kiedy A jest duze (np. A ~ 0.2). Na rysunku 7.1(d) przedstawiono wyniki A dla réznych war-
toéci potencjatu V. Dla wybranych wartosci V wspomniana skala czasowa zwicksza si¢ o rzad

wielkodci.

Przedstawiona metoda nie tylko bada korelacj¢ A (7), ale réwnolegle znajduje kombinacje
najbardziej zachowanych operatoréw I' = > . 0;%. W przypadku, gdy wszystkie elementy
macierzowe hamiltonianu sg rzeczywiste, spetniony jest nastepujacy warunek ortogonalno-

$ci”

(7" 17;7) =0. (7.2)

Wtedy w jednorodnym, uktadzie mogg znaleZ¢ si¢ do dwdéch MZAM, ktérych bazy mozemy
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podzieli¢ na % oraz §;~:
F+ = Zai+?’i+7 (73)
i
I =y (7.4)
i

Macierz K mozna wtedy zdekomponowa¢ na dwie mniejsze macierze K = K TRK, gdzie
odpowiednio K * zawiera tylko korelacje zbudowane z operatoréw %%, Na rysunku 7.2
przedstawilismy rozktady przestrzenne MZM, ' orazl™ w badanym uktadzie. W celu we-
ryfikacji poprawnosci stosowanej metody, poréwnano otrzymane wyniki z lokalna gesto$cia

standw (LDOS) o zerowej energii [190, 191]
pi(E =0) = —13[G4(E = 0)], (7.5)

gdzie funkcja Greena

N 1
§(w) = ~ —, (7.6)
O — H, pody +11

gdzie H 1-body to hamiltonian jednoczgstkowy — zawierajacy wyrazy, ktére posiadajg maksy-
malnie iloczyny dwéch operatoréw kreacji lub anihilacji. Na rysunku 7.2(a)-(b) przedsta-
wiono poréwnanie znormalizowanego LDOS z otrzymanymi wspotczynnikami ot w przy-
padku bez oddziatywan wielociatowych. Otrzymano perfekcyjna zgodnos¢ pomiedzy wyni-
kami, co moze §wiadczy¢ o skutecznosci stosowanej metody. Oczywiscie metoda bazujaca na
LIOM pozwala na badanie dowolnych uktadéw, nawet tych z oddziatywaniami wielociato-
wymi, co przedstawiono na rysunku 7.2(c)—(d). Wyniki przedstawione na rysunkach 7.2(c)-
(d) thumacza dlaczego na rysunku 7.1(d) widzimy zwigkszenie o rzad wielkosci skali dla ktd-
rego A jest duze. Oddziatywania moga zwickszac lokalizacje MZM na krawedziach uktadu,
co moze by¢ powodem powickszania obszaru topologicznego. Na skutek lokalizacji zmniej-
sza si¢ przekrywanie MZM zwigkszajac ich czas zycia. Taki mechanizm przy dostatecznie
duzym V przestaje funkcjonowad i MZAM nie sa obecne w uktadzie.

Dalej w celu weryfikacji metody, poréwnano wyniki A z warunkiem koniecznym — dege-
neragji stanu podstawowego OF z scktoréw z parzystg i nieparzysta liczbg czastek — oraz wa-
runkiem wystarczajagcym — LUE. W tym celu oszacowano degeneracje stanu podstawowego
OFE oraz szczeling energetyczng AE w granicy termodynamicznej. Ponizej przedstawiono
schemat postgpowania w celu wyznaczenia OE oraz AE. Oszacowania dokonano poprzez

skalowanie rozmmiarowe (£55) wyznaczajac dla rozmiaréw L = 8,10, ...,20, degeneracje
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08 1 @a=03 17 ®A=0.5 a0 e
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Rysunek 7.2: Rozklad przestrzenny MZM I'", T'~. (a)-(b) Poréwnanie rozkladu przestrzennego @; z norma-
lizowanym LDOS, uklad bezoddzialywad V.= W = 0; (c)-(d) wynikidlaW =V /2 # 0.

Rysunek 7.3: Wyniki dla A = 1. (a) Degeneracja stanu podstawowego O E [réwnanie (7.10)]; (b) szczelina ener-

getyczna AE [réwnanie (7.11)]; (c)—(d) funkcja autokorelacyjna A dla réznych 7 (L = 12).
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2.5y

Rysunck 7.4: Wyniki dla g = 0. (a) Degeneracja stanu podstawowego SE [réwnanie (7.10)]; (b) szczelina

energetyczna AE [réwnanie (7.11)]; (c)—(d) funkcja autokorelacyjna A dla réznych 7 (L = 12).

107!
y)

1072

1073

Rysunek 7.5: Wyniki dla 4 = 0, W = V/2. Funkgja autokorelacyjna A dla réznych L (a) 8; (b) 10; (c) 12; (d)

00. Konturem w (d) zaznaczono A = 0.8.
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stanu podstawowego

OE(L) = Ej(L) — EG(L), (7.7)
oraz dwie szczeliny energetyczne:

AE.(L) = ES (L) ~ E§(L). 79)

AE,(L) = EY(L) - E5(L), (7.9)

gdzie Ej° to energia stanu podstawowego z odpowiednio sektora z parzystg oraz nieparzysta
liczbg czastek. Analogicznie E7 odpowiada energii pierwszego stanu wzbudzonego w odpo-
wiednich sektorach. Szczeliny energetyczne dla typowego uktadu powinny zanika¢ liniowo
wraz z odwrotng liczba weztéw L. Do wyznaczenia AE (c0) dokonywalismy nastepujacego
dopasowywania funkcji AE (L) = A7 + AE(o0). Z drugiej strony degeneracja w obrebie ob-
szaru topologicznego powinna zanika¢ wyktadniczo. Do wyznaczenia 8 E (00) wykorzystano
funkcje wyktadnicza 6E(L) = Aexp(—BL) + 0E(0). Poza obszarem topologicznym, do-
pasowanie takich funkcji obarczone jest duzym bledem dopasowania Osg, Oag. Jako miare

degeneracji w granicy termodynamicznej przyjeto nastepujaca wielkosé
OE = |8E ()| + o5k (7.10)

Jako dolne oszacowanie obszaru z degeneracjg stanu podstawowego przyjeto SE « 1. Réw-
nowaznos¢ LUE zaklada, ze szczelina energetyczna nie zamyka si¢ na calej Sciezce do obszaru

topologicznego przy V = 0. Jako dolne oszacowanie obszaru LUE przyjeto
AE = min[AE,(0),AE,(0)] — Oag- (7.1x)

Wyniki 0E oraz AE dla uktadu A = 1 w funkdji ut oraz V zostaly przedstawione na rysun-
kach 7.3(a)—(b). Proces ekstrapolacji funkcji z pewnoscig obarczony jest btedami co mozna
zauwazy¢ na rysunku 7.3(a) — ukazujg to niejednorodne czerwone obszary.

Na rysunkach 7.3(c)-(d) przedstawiono wyniki dla funkeji autokorelacyjnej 4. W odréz-
nieniu od wynikéw na rysunkach 7.3(a)—(b), ktére klasyfikuja soft MZM, wyniki na rysun-
kach 7.3(c)-(d) moga postuzy¢ do znalezienia obszaru wystepowania strong MZM. Otrzy-
mane wyniki potwierdzaja, ze zaréwno obszar wystepowania soft jak i strong MZAM poszerza
sic w zakresie |1 na skutek oddzialywari wielociatlowych [121].

Na rysunku 7.4 przedstawiono analogiczne wyniki jak na rysunku 7.3, ale dla t = 0iréz-

nych wartosci A. Na rysunkach 7.4(c)-(d) dla A « 1, strong MZM wydaja si¢ nieobecne
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nawet dla matych wartosci oddziatywania V. To jest efekt skoniczonego rozmiaru, ktdry wyja-
$niono na rysunku 7.s. Narysunku 7.5 wybrano 7 = 100 i przedstawiono wyniki dla réznych
L wraz z ekstrapolowanym wynikiem dla L — c0. Poréwnujac wynik dotyczacy warunku
LUE z rysunku 7.4(b) z ekstrapolowanym wynikiem na rysunku 7.5(d), obszar zwierajacy
strong MZM jest mniejszy od obszaru gdzie znajduja si¢ soft MZAM.

W tej sekcji przedyskutowano ijeszcze raz uargumentowano, ze ten algorytrn, rzeczywiscie
identyfikuje strong MZM . Z definicji strong MZM: s3 to takie operatory I', ktére komutuja
zhamiltonianem H. Z tego warunku wynika, Ze dla dowolnego stanu wlasnego, operator ma-
puje stan na stan o tej samej energii (co do efektéw rozmiarowych) ale nalezacego do innego

sektora parzystosci [159-161], co mozna zapisaé
[|m)y = %|n), (7.12)

gdzie stany |n), |m) naleza do sektoréw o innej parzystosci. Tak jak napisano w rozdziale s, wy-
godnie jest rozbié operator I' na dwie czesci: cze$é zachowana I oraz na czeéc ortogonalng It
[réwnanie 5.9]. Komutacja czgéci zachowanej z hamiltonianem wynika bezposrednio z kon-
strukgji takiego operatora
[AT1= >, [ATwlml= > (Ex—En)Tumln)m|=0.  (7.13)
nm:Epy=Ep nm:Ep=Ep
Korzystajac z relacji antykomutagji (2.1) oraz zaktadajac norme Y°; 04 = 1 mozna pokaza¢,
ze
2= ooy = 3 ) 060 {n, 1k = Y o = 1. (7.14)
ij ij i
W przypadku, gdy A = 1, pokazano, ze ta réwno$¢ implikuje I' = r.w przypadku A =
1 réwnanie (7.14) spetnione jest dla T: T2 = 1. Korzystajac z tego mozna pokazaé, ze dla
dowolnego stanu |n), spetnione jest réwnanie’
=GPy =" ), [nllim|> (7.15)
m:E,=Ep,
Z Réwnania (7.15) wynika, ze niezerowe elementy macierzowe (n|I'|m) sg tylko dla stanéw
nalezacych do sektoréw o réznej parzystosci. Zaktadajac, ze widmo energetyczne jest co naj-
wyzej podwdjnie zdegenerowane, dla kazdego stanu |n) o energii E, z sektora o parzystej

liczbie czastek, istnieje stan |m) o energii E}, z sektora o nieparzystej liczbie czastek, taki, ze
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7.2. Stilnosé moddw Majorany Rozdziat 7. Tdentyfikacja z wykorzystaniem catek ruchu
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Rysunek 7.6: Kwadrat moduléw elementéw macierzowych |lﬁnm|2 modéw Majorany dla T = 100, L = 12,
A =1, W =V /2; Poszczegélne panele odpowiadajg nastepujacym V dla ktdrych otrzymano odpowiednie A:
())V=0.51~098;(b)V=1.0,1~092;(c)V=2.0,1~0.23.
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Rozdziat 7. Tdentyfikacja z wykorzystaniem catek ruchu 7.3. Szczegdly skalowania rozmiarowego

E, = E,,. Korzystajac z A = 1, réwnania (7.15), oraz z zalozenia, ze widmo energetyczne jest

co najwyzej podwdjnie zdegenerowane otrzymano wspomniany warunek na poczatku sekcji
Flm) = & |m), (7.16)

co rzeczywiscie potwierdza, ze I jest strong MZM.

Na rysunku 7.6 przedstawiono elementy macierzowe [(n|T|m)|? = |Ty|? w funkji ener-
gii £, E . Napanelu 7.6(a) przedstawiono wyniki dla uktadu zawierajacego (prawie) strong
MZM — A ~0.98. Zgodnie z rtéwnaniem (7.16), dla kazdego stanu wlasnego |n) istnieje do-
kladnie jeden stan |m) zinnego sektora parzystosci, taki ze |y | ~ 1 oraz E,, ~ E,,. Na$rod-
kowym panelu 7.6(b) przedstawiono wyniki dla uktadu z A ~ 0.92. W takim przypadku I"
nie jest strong MZM. Operator zawiera sporg cze$¢ zachowang I' (patrz diagonalne elementy
w bazie energetycznej) i nieco mniejsza cze$¢ ortogonalng rt, reprezentowang przez ele-
menty pozadiagonalne. Na ostatnim panelu 7.6(c) przedstawiono wyniki dla jeszcze mniej-
szej A ~ 0.23. W czgsci srodkowej i maksymalnej spektrum energetycznego czg$¢ zachowana
jest zdecydowanie zmniejszona w poréwnaniu do poprzednich paneli 7.6(a)—(b). Najwicksza
czg$¢ zachowana znajduje si¢ w niskoenergetycznym spektrum co odpowiada niskim tempe-

raturom.

Zanim zostang oméwione szczegdly skalowania rozmiarowego (FSS), skomentowano
jeszcze warunek konieczny dla MZAM — degeneracje stanu podstawowego 0E. Rysu-
nek 7.7(a) wiernie odtwarza wyniki przedstawione w pracy [1;0]. Na rysunkach 7.7(a)-
(b) przedstawiono degeneracje stanu podstawowego w sektorach z parzysta oraz nieparzystg
liczbg czastek odpowiednio dla uktaduzW = 0 oraz W = V /2. Na wykresach mozna ziden-
tyfikowaé dwa obszary: () dwuwymiarowy obszar w okolicach punktu V = u = 0, (#7) linie
wychodzace z obszaru (7). Na rysunku 7.7(a) struktura linii obszaru (77) jest stabo widoczna.
Dopiero przy niezerowym W na rysunku 7.7(b) struktura linii staje si¢ bardziej widoczna. Na
rysunkach 7.7(c)-(d) przedstawiono wytlumaczenie pochodzenia tych linii — zaprezento-
wano wyniki sredniego obsadzenia stanu podstawowego (N). Wczesniej wspomniane linie
z obszaru (77) nie sa zwigzane z MZM i s3 réwniez obecne w uktadzie A = 0, dla ktérego
MZM nie wystepuja. Linie te zwigzane sg z przekrywaniem sie poziomdéw energetycznych
z podprzestrzeni o réznej liczbie czastek parzystej oraz nieparzystej. Te linie oddzielaja ob-

szary w ktérych obsadzenia stanu podstawowego sa blisko liczb naturalnych' 0,1,2,..., L.
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7.3. Szczegdty skalowania rogmiarowego Rozdziat 7. Tdentyfikacja z wykorzystaniem catek ruchu

10

(a)

10

Rysunek 7.7: (a)-(b) Degeneracja stanu podstawowego 8E (L). (c)-(d) Srednia liczba obsadzeri (N'y. Wyniki
daL=8A=1,(a),(c) W =0, (b), (d) W = V/2. Czarne punkty na (c)—(d) dla parametréw dla ktérych
IGE(L)| < 0.02.

Te wyniki podkreslaja, jak istotne sa warunki testowania MZM. Testowany warunek, dege-
neracja stanu podstawowego O E, jest jedynie warunkiem koniecznym, ale niewystarczajacym
do okreslenia obecno$ci MZM w badanym uktadzie.

Podczas badania korelacji A (7) istotnie wazna jest kolejno$¢ dokonywania skalowania roz-
miarowego i czasowego. Skalowanie rozmiarowe L — 00 powinno poprzedzaé skalowanie
czasowe T — 0. Zgodnie z dyskusja przeprowadzong w sekgji 5.3 w procesie relaksacji biorg
udziat dwa procesy: proces zwiazany z obecnoscig oddziatywan wielociatowych — skala cza-
sowa T; — oraz proces zwigzany z oddzialywaniem modéw Majorany — skala czasowa Ty.
Uwzgledniajac obydwa te procesy, funkcje autokorelacyjng A (7) dopasowano korzystajac

z nastepujacej funkcji

Ae(T) = % {arctan [(% - %) ’L'I] + arctan [(% + %) ’c[] } . (7.17)

Funkcja A zawiera trzy parametry do dopasowania: C, Ty oraz Ty. Na rysunku 7.8 przed-
stawiono przykladowe dopasowania funkgji dla zestawu réznych parametréw. Dopasowanie
dobrze dziata zaréwno gdy: (a) dominuje jeden wybrany mechanizm relaksacji np. Ty « 7

lub 77 « Ty, (b) oba mechanizmy relaksacji maja przyblizone skale czasowe 77 >~ Ty.
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Rysunck 7.8: Poréwnanie funkcji autokorelacji A (7) (punkty) wraz z dopasowang funkcja A g¢ (ciagle linie).
W tabeli zamieszczono dopasowane wartosci Ty, Ty odpowiednio dlaV = 0.0, 0.3, 0.7. Wynikidla A = 0.3,
U=0,wW=V/2,L=12.

W celu badania uktadéw w granicy termodynamicznej najpierw nalezy dokona¢ skalowa-
nia rozmiarowego (FSS) wspétezynnikéw relaksacji 1/77 oraz 1 /7y Narysunkach 7.9(a)—(d)
przedstawiono skalowanie rozmiarowe takich wspétczynnikéw dla wybranych przypadkdéw.
Na panelach 7.9(a), (d) wspétezynniki 1 /7y oraz 1/7; w granicy termodynamicznej daza do
zera. Zatem warto$¢ funkdji korelacyjnej limy—, o lim; .0 A = C. Na panelach 7.9(b), (c)
odpowiednio wspdtczynnik 1/7y, 1/7; jest wigkszy od zera w granicy termodynamiczne;j,
co w konsekwencji prowadzi do lim;_, o limy 0 A = 0. Jak napisano w sekcji 2.3, MZM
w modelu Kitaeva (w przypadku bez oddziatywan) istnieja dla || < 2¢°, co udato sie odtwo-
rzy¢ na rysunkach 7.9(b), (d).

Po zakoniczonej procedurze £SS mozna badaé przyblizone wyniki dla funkcji korelacyjnej
A w granicy termodynamicznej, co zostalo przedstawione na rysunku 7.10. Wykresy 7.10(a)-
(d) przedstawiaja wyniki A ¢ (7) dla ktSrych parametry C, Ty, Ty zostaly zastapione ich aprok-
symowanymi wartosciami w granicy termodynamicznej. Procedura FSS z pewno$cig obar-
czona jest sporymi bledami, o czym $wiadczy¢ moze nieregularny ksztatt prezentowany na
wykresach. Na rysunku 7.10(d) przedstawiono przyblizone wartosci A dla T — c0. Wydaje
sie, ze informacja funkdji korelacyjnej A jest przynajmniej czgéciowo zachowana dla dowolnie

duzych czaséw dla oddzialywan V < 2.
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Rysunck 7.9: Skalowanie rozmiarowe wspétczynnikéw relaksacji 1/7y oraz 1/77. WynikidlaA =1, W = 0.

Rysunek 7.10: Ekstrapolowane funkcje autokorelacyjne A () w granicy termodynamicznej limy _,o,. Wyniki

daA=1,W=V/2.

76



Rozdziat 7. Tdentyfikacja z wykorzystaniem catek ruchu 7.3. Szczegdly skalowania rozmiarowego

W tym rozdziale zostal zaprezentowany przyktad zastosowania algorytmu opisanego
w rozdziale 5 do identyfikacji MZM. W tym celu zbadano model Kitaeva z oddziatywa-
niami wielocialowymi. Poréwnano wyniki rozktadéw przestrzennych MZAM otrzymane za
pomocy tego algorytmu ze standardowymi wynikami LDOS, jakie mozna otrzymacd z wy-
korzystaniem formalizmu funkcji Greena. Otrzymano perfekcyjng zgodno$é wynikéw po-
miedzy dwiema metodami [rysunek 7.2(a)—(b)]. Dodatkowo nowa, zaproponowana w na-
szej pracy [1] metoda umozliwita zbadanie wplywu oddziatywan wielocialowych na rozktady
przestrzenne MZM . Oddzialywania wielocialowe moga zwicksza¢ lokalizacj¢ MZM na kra-
wedziach uktadu [rysunek 7.2(c)—(d)]. Przedstawiona metoda pozwala na badanie silnych
(lub prawie silnych) MZAM w uktadach z dowolnymi oddzialywaniami wielocialowymi. Po-
kazano, ze czasy zycia takich moddéw, nawet w nieskoriczonych temperaturach, sg wystarcza-
jaco dtugie i umozliwiaja przechowywanie informacji. Obszar wystepowania silnych MZA1
zawiera sic w obszarze wystepowania stabych MZA1, ale jest od niego mniejszy. To oznacza,
ze nie wszystkie topologiczne stany sa tak samo chronione i niekoniecznie tak samo dobrze

nadajg si¢ do wykorzystania do przetwarzania kwantowej informaciji.
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ROZDZIAL

Wptyw oddziatywan dalekozasiegowych

Ten rozdzial bazuje na wynikach opublikowanych w pracy [2]. Przedstawiona zostanie
tutaj analiza dotyczaca wplywu oddziatywan dalekozasiegowych na MZA1 z wykorzystaniem

algorytmu wyprowadzonego w rozdziale s.

Jak to przedstawiono w poprzednim rozdziale 7, oddzialywania wielocialowe maja zna-
czacy wplyw na istnienie MZM w uktadach oraz na ich rozktad przestrzenny ¢y. Oddzia-
tywania wielocialowe moga powodowa¢ zwickszenie lokalizacji MZM na brzegach uktadu,
jak réwniez mogg powodowaé zwickszenie zakresu obszaru topologicznego ze wzgledu na
parametry ukladu, np. ze wzgledu na potencjat chemiczny p. W tym rozdziale, korzystajac
z identycznej metody (opisanej w rozdziale s) jak w rozdziale 7 przedstawiono wyniki doty-
czace wptywu oddziatywania dalekozasiggowego na MZAM, na przyktadzie modelu Kitaeva
z oddziatywaniami. Poszukiwanie MZM w uktadach z oddziatywaniami wielociatowymi
jest bardzo wymagajacym zadaniem. W przypadku oddziatywan mig¢dzy najblizszymi sasia-
dami, w przypadku jednowymiarowych uktadéw, skuteczng metodg jest DAMRG, z pomocy
ktérej wplyw tych oddziatywan zostal juz zbadany [128, 133]. DMRG umozliwia badanie
uktadéw posiadajacych tysiace weztéw, ale niestety jest zoptymalizowane do badania tylko
oddziatywan krétkozasiggowych. Przedstawiona metoda w rozdziale s wymaga petnego spek-
trum energii, a zatem potrzebna jest metoda bazujaca na ED. Niestety ED jest ograniczona
do badania bardzo malych uktadéw (L ~ 20) [136]. Zasadnicza zaletag metody ED jest moz-
liwos¢ badania dowolnych oddziatywari: krétkozasiegowych oraz dalekozasiegowych. Za-
zwyczaj dodatkowe wyrazy zwigzane z oddzialywaniem typu 727 j nie wplywaja na ztozonos¢

pamigciowa badanych probleméw lub ich wptyw jest pomijalnie maty. W pracy [-] badali-
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8.1. Czasy gycia moddw Majorany Rozdziat 8. “Wplyw oddziatywar dalekozasiggowych

smy wplyw oddziatywan dalekozasiegowych na czasy zycia MZM oraz na ich rozktad prze-
strzenny. W tym rozdziale przedstawiono wyniki otrzymane z wykorzystaniem techniki opi-
sanej w rozdziale 5 na przyktadzie modelu Kitaeva z oddziatywaniami wielociatowymi dla
uktadu jednowymiarowego drutu z OBC. Badany uktad moze by¢ opisany za pomoca naste-
pujacego hamiltonianu
L—1 L L—1 L—
e v, = 3 [ (Calar +Adlal, )+ e | = u Y Y Ve Y iy, (50)
i= i=1 =1 =l

gdzie V- to potencjat oddziatywania pomiedzy r-najblizszymi sasiadami. Ze wzgledu na to,
ze dla ED jest dostepne badanie tylko uktadéw o matych rozmiarach, dla uproszczenia te-
stowano oddziatywania V, do r = 4. Rozwazano kazdy potencjat V. oddzielnie, tzn. dla
jednego r ustalano niezerowe V. W obliczeniach przyjeto t® = i = 1.

Na rysunkach 8.1-8.4 przedstawiono najwigksza funkcje autokorelacyjng A (7). Analo-
gicznie jak w rozdziale 7, w badanym uktadzie moga si¢ znalezé maksymalnie dwie niezalezne
MZM:TF orazI'~. Otrzymane wartosci A dla poszczegdlnych czaséw 7 sg identyczne dla
't orazl™ — pokazano wyniki dla jednej z nich. Znany jest fake, ze V| prowadzi do posze-
rzenia obszaru topologicznego w potencjale chemicznym pt [121]. Narysunku 8.1(a) wyraznie
wida¢ wspomniane zachowanie — patrz bialy kontur. Takie poszerzenie wydaje si¢ jednak
duzo mniejsze dla V., r > 1 [rysunki 8.1(b)—(d)]. Co wigcej, obszar gdzie A ~ 1 (strong
MZM) wraz ze wzrostem r zmniejsza sic¢ — poréwnaj czarny kontur na rysunkach 8.1(a)—
(d). Tak jak napisano w sekji 2.3, w przypadku braku oddziatywan wielocialowych, V, = 0,
przejécie miedzy faza trywialna a topologiczna dla modelu Kitaeva jest dla || = 2°. Ta ostat-
nia réwnos¢, czyli zaleznos¢ dla ktdrej nastepuje przejscie pomiedzy fazg trywialna, a topolo-
giczna, jest doktadna tylko i wylacznie w granicy termodynamicznej [¢] — dla skoriczonych
rozmiaréw ta relacja moze sie réznié. Na rysunku 8.1 to przejécie jest dla || < 2°. To jest
efekt rozmiarowy i w celu wyznaczenia doktadnej wartosci dla wszystkich wynikéw naleza-
loby dokona¢ skalowania rozmiarowego i czasowego tak jak w rozdziale 7 [patrz rysunek 7.9].
Taka procedura jest jednak dos¢ skomplikowana i jest obarczona sporym btedem, dlatego
w tym rozdziale taka analiza zostata pominigta. Analiza korelacji A (7) dla skoriczonych cza-
s6w T jest wystarczajaca do poréwnania wpltywu zasiggu oddziatywania na MZAA.

Na rysunku 8.2 przedstawiono analogiczne wyniki jak na rysunku 8.1 z t3 réznica, ze
przedstawiono A w funkdji potencjaléw V. oraz przerwy nadprzewodzacej A. Podobnie
wraz ze wzrostem r potencjalu V., obszar topologiczny ulega zmniejszeniu [patrz czerwony

kontur na rysunku 8.2]. Interesujaca jest zanikajaca linia wzdtuz wartosci A = 1 na rysun-
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3 @V — 1.0

-,

Rysunek 8.1: Funkcja autokorelacyjna A w funkcji potencjatu chemicznego p oraz oddziatywan V,. Wyniki
dlaA = 0.8, 7 =50, L = 10. Kontrolowane potencjaly V, zaznaczono w etykietach wykresu. Bialy i czarny

kontur odpowiada odpowiednio A = 0.1 oraz 0.9.
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Rysunck 8.2: Funkcja autokorelacyjna 4 w funkcji przerwy nadprzewodzacej A oraz oddziatywari V.. Wyniki
dlat=50,L = 10, u = 0. Kontrolowane potencjaly V, zaznaczono w etykietach wykresu. Czerwony i czarny

kontur odpowiada odpowiednio A = 0.5 oraz 0.9.
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(b) 7=10 1.0

- 40.8

Rysunck 8.3: Skalowanie czasowe funkcji autokorelacyjnej A w funkcji potencjatu chemicznego p oraz od-
dzialywania V3. Wyniki dla A = 0.8, L = 10. Skale czasowe T = 10°,10",102, 10 zaznaczono w etykietach
wykresu. Bialy i czarny kontur odpowiada odpowiednio A = 0.1 oraz 0.9.
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Rysunck 8.4: Skalowanie rozmiarowe funkeji autokorelacyjnej A w funkcji przerwy nadprzewodzacej A oraz
oddziatywania V4. Wyniki dla T = 50, &t = 0. Rozmiary uktadu L = 6,8, 10, 12 zaznaczono w etykietach
wykresu. Czarny kontur odpowiada A = 0.9.



Rozdziat 8. “Wplyw oddziatywars dalekozasicgowych 8.2. Pordwnanie z LUE

kach 8.2(b)—(d). Model Kitaeva w punkcie A = [t°| odpowiada szczegélnemu przypadkowi
parametréw (patrz sekcja 2.3) dla keérych w przypadku bez oddziatywan, model Kitaeva za-
wiera MZM, ktére sa doktadnymi catkami ruchu — strong MZAM [¢]. Na rysunku 8.2 dla
wartoéci A = 2 w uktadzie nie ma MZAM. Jest to efekt skoriczonego rozmiaru (analogicznie
jak na rysunku 7.3 w rozdziale 7), ktéry wyjasniony bedzie na rysunku 8.4.

W celu badania korelacji A dla uktadéw w granicy termodynamicznej nalezy zachowad
szczegdlna czujnoéé przy kolejnosci wyznaczanych granic skalowania rozmiarowego i czaso-
wego limy o limz_,o0. W rozdziale 7 przedstawiliémy analize problemu takiego skalowania.
Jednak w tej czesci pracy, w celu poréwnania wptywu zasiegu oddzialywania r potencjatu V
analiza zwigzana z wyznaczaniem limy o, lim;_, o, A zostata pominieta. Przedstawiona zo-
stalaza to analiza jak korelacje A zalezg od L oraz 7. Narysunku 8.3 przedstawiono jak A zalezy
od potencjatu V'3 oraz potencjatu chemicznego 1. Na poszczegdlnych rysunkach 8.3(a)-(d)
przedstawiono wyniki odpowiednio dla T = 10°, 10, 102, 10%. Interesujace, ze nawet dla
bardzo duzego czasu (T = 1000), obszar w ktérym potencjalnie moga znajdowaé sic MZM
jest niezerowy.

Na rysunku 8.4 przedstawiono wynik korelacji A w funkcji V4 oraz A. Na poszczegSlnych
panelach (a)—(d) rysunku 8.4 przedstawiono wyniki dla réznych rozmiaréw uktadu, odpo-
wiednio L = 6, 8, 10, 12. Na takim zestawieniu wynikéw widaé wyrazne efekty rozmiarowe
w korelacji 4. Wraz ze wzrostem rozmiaru uktadu, obszar (oznaczony kolorem z6ttym), gdzie
obecna jest faza topologiczna zawierajaca strong MZM, powicksza si¢. Takie skalowanie roz-
miarowe tlumaczy otrzymany wynik zaprezentowany na rysunku 8.2, gdzie obszar topolo-
giczny np. w przypadku braku oddziatywari wielociatowych ograniczony byt do wartosci
A2,

Otrzymane wyniki A poréwnano z warunkiem koniecznym istnienia MZM — degene-
racj stanu podstawowego SE [patrz réwnanie (7.7)], oraz ze szczeling energetyczng AE =
min(AE,,AE,) [patrz réwnanie (7.8) oraz (7.9)], ktdry zwiazany jest z warunkiem réwno-
waznos$ci LUE. Wyniki dotyczace OE oraz AE mozna znalez¢ odpowiednio na rysunku 8.5
oraz 8.6. Zaskakujace, ze obszar gdzie jest mata degeneracja O E, wraz ze wzrostem zasiegu r
oddziatywania V', roénie. Widoczne linie na rysunku 8.5 nie s3 zwiazane z istnieniem MZM,
a jedynie z przekrywaniem si¢ poziomdéw energetycznych [poréwnaj rysunek 7.7]. Na ry-

sunku 8.6 wida¢, ze wraz ze wzrostem r, obszar gdzie wartos¢ szczeliny AE jest duza, rosnie.
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8.3. “Wplyw na strukturg przestrzenng Rozdziat 8. “Wplyw oddziatywar: dalekozasiggowych
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Rysunek 8.5: Degeneracja stanu podstawowego 0 E w funkji it oraz V. WynikidlaA = 0.8, L = 10.

Zaréwno Wyniki dotyczqce OF oraz AE moga sugerowad, ze Wraz ze wzrostem zasiegu od-
dziatlywania r, obszar gdzie moga wystepowaé MZMrosnie, co jest catkowicie odwrotnym
zachowaniem w poréwnaniu do wynikéw A prezentowanych na rysunkach 8.1-8.4. Nalezy
tutaj podkresli¢, ze otrzymane wyniki z algorytmu bazujacego na LIOM oraz wyniki spraw-
dzonych warunkéw LUE nie sg ze sobg sprzeczne. Algorytm bazujacy na LIOM wyznaczyt
obszary gdzie w ukladzie moga by¢ obecne strong MZAM, natomiast warunki LUE maja in-
formacje jedynie o soft MZM.

W celu wyjasnienia wynikéw, zbadano wplyw zasiegu oddziatywania na strukture prze-
strzenng MZM. Na rysunku 8.7 zaprezentowano strukture przestrzenng log* |2 + ot~ |2.
Wspomniana wielko$¢ odpowiada znormalizowanej LDOS [192] lub przewodnosci réznicz-
kowej [193]. Na rysunkach 8.7(b)-(d) wida¢, ze wraz ze wzrostem zasiegu r oddziatywania

V,, lokalizacja MZM zmniejsza sie, tzn. suma wspdtczynnikéw [0 |? + |~ |* na srodku
taricucha ro$nie, a na brzegach taricucha maleje. Dla skoriczonych uktadéw L « 00, na sku-
tek przekrywania si¢ MZAM, degeneracja O E jest niezerowa co implikuje skoriczony czas zycia

MZM.Narysunku 8.8 przedstawiono przekrycie MZM, ktére rozumiemy przez |0+ o |.
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Rysunek 8.6: Szczelina energetyczna AE w funkeji pt oraz V.. WynikidlaA = 0.8, L = 10.

(b) V»

]

3 (a) V;

u

Wida¢ tam, ze dla rodkowych weztéw, przekrycie pomiedzy dwoma MZAM rosnie wraz z za-
siegiem 7 oddziatywania V.
W celu dalszego badania nielokalnosci MZAM, wykorzystano ich catkowite przekrycie,
zdefiniowane nastgpujaco [ 43, 97]
. L
=TT = oo, (82)
i=1
gdzie I' = U U to odbicie przestrzenne I'", a unitarny operator U opisuje nastepujaca

transformacje operatoréw bazowych
Uytu' = y¥. (8.3)

Catkowite przekrycie Q, zgodnie z definicjg, moze przyjmowaé wartosci z przedziatu
Q € [0, 1], gdzie odpowiednio Q = 0 odpowiada sytuacji kiedy nie ma przekrycia pomie-
dzy MZM, a przypadek Q = 1 odpowiada sytuacji kiedy MZM przekrywaja si¢ catkowicie.
Brak przekrycia, Q = 0, jest bezpo$rednio wymagany do zapewnienia ochrony topologicznej
qubitu bazujacego na MZM [o7]. Nalezy tutaj podkreslié, ze Q jest wielkoscia, ktdra silnie
zalezy od rozmiaru uktadu L [194].

W ogdlnosci catkowite przekrycie  mozna kontrolowa¢ za pomoca potencjatu elektro-

statycznego [0+, 104, 195, 190], czy tez za pomoca oddzialywan miedzyweztowych [1, 125].
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Rysunek 8.7: Wplyw zasicgu r oddziatywania V', na rozktad przestrzenny MZM, 't oraz I'~. Wyniki dla

L=10,A=04,u=0.7.
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Rysunek 8.8: Lokalne przekrycie |01 0| dla MZM Tt orazI'~. WynikidlaL = 10,A = 0.4, u = 0.7.
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W pracy [-] zbadali$my zaleznos¢ Q od oddziatywan V. oraz potencjatu chemicznego .
Wyniki € zostaty przedstawione na rysunku 8.9. Dla matej warto$ci oddziatywania V- i po-
tencjatu 1, catkowite przekrycie Q jest eksponencjalne mate. Przekrycie Q ro$nie wraz ze
wzrostem V.. Ten efekt stabo zalezy od zasiecgu oddziatywania r. Wydaje sie, ze £ jest bar-
dziej czute na zmiany potencjatu chemicznego p.

Podobne zachowanie mozna zaobserwowaé na rysunku 8.10, gdzie przedstawiono wyniki
numeru wezléw, dla kedrych lokalne przekrycie |0 0; | jest najwicksze w funkcji poten-
cjatu chemicznego W oraz oddzialywania V .. Zwiekszanie potencjatu chemicznego 1 powo-
duje zwickszenie przekrycia MZM na srodku tancucha (w tym wypadku dla i = 5) — po-
réwnaj z rysunkiem 8.8. Szybkie zmiany indeksu i w okolicy pt = 1, zwigzane sg z precyzja
numeryczng, tzn. wartosci logt o | s relatywnie male i poréwnywalne na catej dtugosci
taficucha. W odréznieniu od i, oddziatywania V, powoduja zwiekszenie przekrycia blisko

brzegéw taricucha.

Zbadano wplyw zasicgu oddziatywania wielociatowego na czasy zycia MZM oraz na
ich rozklad przestrzenny. Oddzialywania pomiedzy bardziej oddalonymi weztami sa bar-
dziej destrukcyjne od oddziatywan pomiedzy najblizszymi sasiadami — w tym pierwszym
przypadku, po uwzglednieniu oddziatywan, czasy zycia MZM sa mniejsze (rysunki 8.1—
8.2). Wraz ze wzrostem zasiegu oddziatywar zmniejsza si¢ lokalizacja MZAM na krawedziach
uktadu (rysunek 8.7) i réwnoczesnie zwicksza si¢ ich wzajemne przekrywanie (rysunek 8.8).
To zagadnienie dotyczace badania wplywu zasiegu oddziatywania jest szczegdlnie istotne, po-
niewaz w prawdziwych materiatach takie oddziatywania sg obecne i zanikaja wraz z odlegto-
§cig. Destrukcyjne efekty oddziatywari sg réwniez istotne ze wzgledu na zastosowanie MZM
w celu przechowywania i przetwarzania informacji kwantowej. W celu zagwarantowania jak
najwickszej efektywnosci urzadzen bazujacych na fizyce MZAM, nalezato by ograniczad takie

oddziatywania tak jak to tylko mozliwe.
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8.3. “Wplyw na strukturg przestrzenng Rozdziat 8. “Wplyw oddziatywar: dalekozasiggowych

(a) Vi

Rysunek 8.9: Catkowite przekrycie Q pomiedzy MZM, 't orazl'~,w funkcji oddziatywan V. oraz potencjatu
chemicznego [1. Panele odpowiadaja réznym V., co zaznaczono w etykietach rysunku. Wyniki dla L = 10,

A=0.8.

(b) Vs,
5
4
2
D
38
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1

Rysunek 8.10: Numer wezta i dla ktdrego lokalne przekrycie |0 ;| jest najwicksze, w funkcji oddziatywar

V  oraz potencjatu chemicznego pt. Panele odpowiadajg réznym V., co zaznaczono w etykietach rysunku. Wy-

nikidla L = 10, A = 0.8.
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ROZDZIAL

Bramka fazowa bazujaca na fazie

geometrycznej

W tym rozdziale zostaly opisane wyniki przedstawione w pracy [:]. W pracy badano dy-
namike pojedynczego qubitu zakodowanego na czterech MZA . Zostanie tutaj pokazane, ze
wyplatanie czg§ciowo przekrywajacych MZAM , mozna wykorzystaé do implementaciji bramki

fazowej bazujacej na fazie geometrycznej.

Fundamentalnym problemem dla komputeréw kwantowych jest implementacja zestawu
bramek, ktéry gwarantowaltby uniwersalnos¢ obliczeri. Przyktadem takiego zestawu jest zbi6r
zawierajgcy: bramke Hadamarda H, bramke fazowa R(6) oraz bramke CNOT [14:]. Bramke
H oraz CNOT mozna zrealizowal z wykorzystaniem MZM z zagwarantowang ochrong topo-
logiczng (patrz rozdzial 3). Problematyczna jest bramka R(0). Operacje grupy warkoczowej
By, do ktdrej nalezg MZM, nie s3 wystarczajace do implementacji bramki R(6). Rozwia-
zanie, ktére omija ten problem, polega na zblizeniu do siebie MZAM [134]. Przekrywanie
MZM, na skutek ich zblizenia, powoduje zniesienie degeneracji O E (patrz sekcja 3.3) co pro-
wadzi do przesunigcia fazy. To przesuniecie zwiazane jest z faza dynamiczna, poniewaz przy
zniesionej degeneracji E # 0 (patrz sekcja 3.3). W rezultacie zmiana fazy qubitu, zalezna jest
od OE oraz czasu At trwania takiej operagji zblizania i oddalania AMZAM . Nalezy tutaj podkre-
$li¢, ze taka operacja nie jest chroniona zadng symetrig i w konsekwencji musi zostaé przepro-
wadzona odpowiednia korekcja btedéw, np. z wykorzystaniem destylacii magicznych stanow
[154, 142]. Z takg bramka fazows zwigzana jest faza dynamiczna R(¢gyn). Taka bramka jest

kontrolowana przez dwa parametry: degeneracje OFE oraz czas trwania At. W tym rozdziale
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9.1. Pojedyncze wyplatanie i testy adiabatycznosci

Rozdziat 9. Bramka fazowa bazujgca na fazie geometrycznej
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Rysunek 9.1: (a) Schematyczne tréjztacze z MZM I'y, I';. Strzatkami zaznaczono proces wyplatania quasicza-
stek. (b) Straty wiarygodnosci wioss w funkeji catkowitego czasu ewolucji 7 = 6T (c) Szczelina energetyczna

w funkgjiz/T. (d) Réznica Apaa — APBerry W funkeji T. WynikidlaL =7, A = 0.5 oraz u = 0.

przedstawiono inne podejicie do konstrukcji R(0) dla qubitu bazujacego na MZM. Proce-
dura ta polega na podwdéjnym wyplataniu MZAM, ktére czesciowo sie przekrywaja. Po wy-
plataniu MZM, ktére si¢ przekrywaja, faza geometryczna @geo, odbiega od wartosci tej fazy
dla przypadku, kiedy MZM sy catkowicie odseparowane [112]. Niestety, przy przekrywaja-
cych sie MZM , w ukiadzie pojawia si¢ niezerowa degeneracja 6 E co prowadzi do pojawienia
sic dodatkowej fazy dynamicznej @qyn. W pracy [3] pokazali$my, Ze faze dynamiczng @gyn
mozna wyeliminowad, kiedy uktad ma symetrie czastka—dziura.

Podobnie jak w sekdji 3.2, rozwazono qubit zakodowany na dwéch parach MZAM: 11,17,
3,14, gdzie paral'y, I'y zwigzana jest ze ztaczem J12, a paraI'3, I'4 ze ztaczem J34. Kazda para
MZM umieszczona byta na pojedynczym tréjztaczu. Tréjztacze Ji zostato schematycznie
przedstawione na rysunku 9.1(a). Caly uktad dwéch potaczonych tréjziacz zostat przedsta-

wiony na rysunku 9.2. Baza qubitu zawiera dwa stany oba nalezace do podprzestrzeni z pa-

rzysta liczbg czastek [patrz réwnanie (3.35) oraz (3.36)]:
10) = lee) = |e12)®|e3a),
1) = [oo) = |o12)®]034)-
Stany |012), |034) s3 zwiazane odpowiednio ze ztaczem Ji; oraz J34 (analogicznie stany z pa-
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Rysunek 9.2: Uktad dwéch tréjztacz zwierajacych MZM, I'y, I, I'3, I'y , wraz z realizacja wybranych bra-
mek kwantowych. Podwdjna realizacja przedstawionych krokéw wyplatania jest réwnowazna (a) bramce Z;

(b) bramce fazowej R(6); (c) bramce X.

rzystg liczba czastek). Zbadano minimalny uktad, ktéry umozliwia wyplatanie MZM —
tréjztacze 76, 112]. Rozwazono trzy tancuchy réwnej dtugosci 4, kazdy z inna faza nadprze-
wodzacego parametru porzadku A;; = Aexp(—i(pisjc), gdzie gDiSf =0, +§, —% odpowiednio
w lewym, prawym i pionowym taricuchu [patrz rysunek 9.1(a)]. Zalozono, ze kazde ziacze

zawiera L = 3¢ + 1 weztéw i jest opisane hamiltonianem modelu Kitaeva (4.19)

At (1) = > [(ro alaj+ A aja}) +He + Vﬁiﬁj] + i Wi (93)
C.jy i=1
W obliczeniach przyjeto bezwymiarowe jednostki /i = 9= 1. Gléwna motywacja ba-
dania uktadu z oddzialywaniami wielociatowymi V, przy procesie wyplatania MZM, jest
fakt, ze w przypadku (quasi-)jednowymiarowych uktadéw, nawet stabe oddziatywanie ku-
lombowskie potrafi znaczaco wplynaé na wlasnosci materiatéw. W przypadku braku nad-
przewodzacego parametru porzadku, A = 0, nanodruty moga by¢ opisane jako oddziatu-
jace ciecze Luttigera [185]. MZM nie s catkowicie odporne na oddziatywania wielocia-
towe [1, 2, 126-128, 130, 184, 197, 198], a niezbyt silne oddziatywania moga nawet je stabili-

zowad [121, 122, 125, 133].

91



9.1. Pojedyncze wyplatanie i testy adiabatycznosci Rozdziat 9. Bramka fazowa bazujgca na fazie geometrycznej

W celu przesuwania MZM w obrebie taiicuchéw mozna odpowiednio manipulowaé po-
tencjatem chemicznym p;, na poszczegdlnych weztach odpowiednio zmieniajac wielkosé ob-
szaru topologicznego poprzez przesuwanie granic tego obszaru. Tak jak napisano w sekcji 2.3,
kiedy |A| > 0 w modelu Kitaeva (bez oddziatywan) wystepuja dwie fazy [¢]: topologiczna dla
|| < 29 oraz trywialna dla || > 2°. Wyplatanie dokonywane jest poprzez adiabatyczng
ewolucje 1;(¢) w taki sposdb, ze cze$¢ wezléw pozostaje w fazie trywialnej, pozostate w fa-
zie topologicznej [7¢]. Wykorzystano identyczny protokét do zmiany p;(¢) jak w pracy [112].

Potencjal zmieniano w nastepujacy sposéb

wi(r) = pegi(t) + 1, (9.4)

gdzie U to jednorodny potencjat chemiczny, . = +4, g;(¢) € [0, 1]. Wartoci it wybrano
odpowiednio duze, zeby mie¢ gwarancje, ze wezty dlaktérych u; = 1. byty w fazie trywialnej

nawet dla uktadu z oddziatywaniami. Funkcja g;(¢) to gtadka funkcja dana wzorem

gilt) =m{Z[1+ k(=] =x(e=0)}, 1e[0.T] (55)

gdzie T to czas trwania pojedynczej sekwencji zmieniania potencjatu t;(#) na wybranym tan-

cuchu zfgcza (wigcej patrz kolejny akapit). Parametr k = 0.025, a m(x) to skalarna funkcja
m(x) = sin*[Zr(x)], r(x) = min[max(x,0),1]. (9.6)

Funkdja g;(t) opisuje w jaki sposSb potencjal p;(f) rosnie w czasie na poszczegSlnych we-
ztach. Dla procesu odwrotnego, t.j. kiedy p;(f) malal, zmienianot — T —1.

Nastepnie rozwazono pojedyncze wyplatanie dwéch MZAM, na pojedynczym tréjztaczu
J12 [rysunek 9.1(a) oraz 9.2(a)]. Jako warunek poczatkowy, na weztach pionowego taricu-
cha ustawiono 1;(0) = U (faza trywialna), a na weztach pozostatych poziomych faficuchéw
1i(0) = 0 (faza topologiczna). Na kazdym kradicu tadcuchéw poziomych, lewego i prawego,
moga znajdowacé sie odpowiednio I'y oraz I';. W kolejnych krokach, korzystajac z réwna-
nia (9.4), odpowiednio manipulujac potencjatami p; () wymieniano miejscami I'y, I [ry-
sunek 9.1(a)]. Procedura wyplatania zostata podzielona na 6 segmentéw, kazdy trwajacy czas

T:

() t € (0,T) przemieszczanie I'1 na $rodek trojztacza;

(¢7) t € (T,2T) przemieszczanie I'j na koniec pionowego taricucha;
(¢i7) t € (2T,3T) przemieszczanie I'y na §rodek tréjzicza;
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Rysunek 9.3: Schematyczny protokdt wyplatania I'y oraz I'; na ztaczu J5.

(7v) t € (3T ,4T) przemieszczanie I'y na koniec lewego taicucha;
(v) t € (4T,5T) przemieszczanie I'1 na $rodek tréjzicza;
(v7) t € (5T ,6T) przemieszczanie I'j na koniec prawego faricucha.

Na rysunku 9.3 przedstawiono schematycznie poszczegélne wymienione wyzej kroki wypla-
tania I'1 oraz I'y. Szczegdtowe przebiegi funkcji (i () zostaly przedstawione na rysunku 9.4.

Zmiany parametru [4;(¢) przedstawione w poprzednim akapicie opisujg cykliczna ewolu-
cje hamiltonianu (9.3). W celu badania pelnej dynamiki kwantowej rozwigzywano réwna-
nie Schrédingera (TDSE) [patrz réwnanie (6.1)]. Jako warunek poczatkowy |y(0)) przyjeto
stan podstawowy poczatkowego hamiltonianu A (0) [réwnanie (9.3)]. Réwnanie Schédin-
gera rozwigzywano z wykorzystaniem schematu bazujacego na wielomianach Czebyszewa,
ktdry zostal opisany w rozdziale 6. Przyjeto krok 6t = 0.01 oraz w rozwinigciu w szereg wie-
lomianéw Czebyszewa skorzystano z M = 10 pierwszych wyrazéw. W pierwszym kroku zba-
dano cykliczno$¢ oraz adiabatycznos¢ ewolucji wyplatania [patrz sekcja 6.3]. Aby ewolucja
byla cykliczna, straty wiarygodnosci powinny dazy¢ do zera wiss — 0. Takie zachowanie jest
wyraznie widoczne w zaprezentowanych wynikach na rysunku 9.1(b). Dla czaséw T > 100
straty wiarygodnosci staja si¢ pomijalne. Warunkiem koniecznym ewolugji adiabatycznej jest

to, ze szczelina energetyczna AE pomiedzy stanem podstawowym, a wzbudzonym powinna
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Rysunek 9.4: Standardowy protokét wyplatania — potencjat y; w funkcji #/T dla (a) lewego; (b) prawego;
(c) pionowego taricucha tréjztacza. (d) Numeracja weztéw. Przyktad dla uktadu o L = 13.

by¢ wicksza od zera na calej $ciezce ewolucji. Nalezy tutaj przypomnieé, ze uktad opisany
modelem Kitaeva, jest chroniony symetrig parzystosci i przejécia pomiedzy stanami z dwéch
réznych podprzestrzeni parzystosci sg niedozwolone. Jako kryterium szczeliny energetycznej

przyjeliémy minimalng szczeling z dwéch podprzestrzeni
AE = min(E{ — E§, EY — Ef), (9.7)

gdzie Ef,(O) to n-ta energia wlasna odpowiednio z podprzestrzeni z parzysty (nieparzysta)
liczbg czastek. Wyniki dla AE zostaly przedstawione na rysunku 9.1(c). Szczelina nie zamyka
si¢, nawet w przypadku uktadu z oddziatywaniami wielocialowymi. Przy dostatecznie duzym
czasie T, ewolucja powinna by¢ traktowana jak ewolucja adiabatyczna. Jako ostateczny test
adiabatycznosci ewolucji poréwnano faz¢ Aharonova—Anandana ¢aa zfaza Berry’ego @perry-
Na rysunku 9.1(d) przestawiono réznice APaa — A@perry W funkgji czasu T. Wydaje sie, ze
ta réznica dla T — o0 dazy do zera, nawet dla uktadu o niezerowych oddziatywaniach wie-
locialowych, co potwierdza stuszno$¢ stosowania przyblizenia adiabatycznego. W dalszych
rozwazaniach skupiono sie tylko i wylacznie na ewolucji adiabatyczne;.

Na rysunku 9.5(a) przedstawiono réznice fazy wymiany A@ex [réwnanie (6.31)] pomiedzy

poszczegdlnymi podprzestrzeniami parzystosci. Warto tutaj jeszcze raz podkreslié, ze faza wy-
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9.1. Pojedyncze wyplatanie i testy adiabatycznosci
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Rysunek 9.5: Pojedyncza operacja wyplatania na pojedynczym tréjztaczu. Wyniki dla i = 0. (a) Faza wymiany
A@ex w funkcji czasut /T (L = 7); (b) FSS bledu wyplatania €; (c) degeneracja stanu podstawowego 0 E; (d) FSS

usrednionej degeneracji stanu podstawowego |SE|.

miany A@ex nie jest niezmiennikiem cechowania i moze zaleze¢ od poszczegdlnych realizacji
protokotu. Faza wymiany moze stanowi¢ cenng wskazéwke podczas analizy danej realizacji
protokotu. Ta faza byta analogicznie stosowana m.in. w nastepujacych pracach [112, 199, 200].
Dla A = 1, w przypadku bez oddziatywari wielociatowych, MZAM s zlokalizowane na poje-
dynczych weztach sieci, sg przestrzennie rozseparowane i nie przekrywaja sic nawet dla ukta-
déw o skoriczonej liczbie weztdw. Dla takiego przypadku A@perry = 7, co perfekeyjnie zgadza
sic z przedstawionym wynikiem na rysunku 9.5(a) [patrz A@ex na koricu ewolugjidlat = 6T].
W przypadku kiedy A # 1, MZM przekrywajg sig, a otrzymana faza A@erry jest odchylona
od wartosci % o pewien blad wyplatania € = A@gerry — % Ten blad € jest efektem skoniczo-
nego rozmiaru, co zostalo rozpoznane w skalowaniu rozmiarowym (£55) na rysunku 9.5(b).
W przypadku nieskoriczonego uktadu L — o0, kiedy MZA sy catkowicie rozseparowane,
wydaje sic, ze blad wyplatania € zanika do zera.

Z przekrywaniem MZM na skoniczonym uktadzie, zwigzane jest pewne rozszczepienie
energetyczne O E zwigzane ze zniesieniem degeneracji stanu podstawowego. Brak perfekeyj-
nej degeneracji 6E # 0 powoduje pojawienie si¢ w ukladzie fazy dynamicznej Adgy, # 0.
Na rysunku 9.5(c) przedstawiono, jak rozszczepienie S E zmienia si¢ w czasie ewolugji /T

dla réznych rozmiaréw uktadu. Wraz ze wzrostem rozmiaru uktadu OFE maleje. W celu do-
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kladniejszego przedyskutowania rozszczepienia O E, policzono usrednione rozszczepienie po
catej ewolucji, korzystajac z nastepujacego wzoru

— 1

T
Jdt OE(t), (9.8)
0
gdzie 7 to catkowity czas ewolugji (w przypadku pojedynczej operacji wyplatania . =
6T). Taka usredniona wielkos¢ SE zwigzana jest bezposrednio z réznicg faz dynamicznych
Agyn = 7 SE.Na rysunku 9.5(d) przedstawiono skalowanie rozmiarowe usrednionego roz-
szczepienia energii SE. Zaréwno dla uktadu z oddziatywaniami jak i bez oddzialywan wielo-
cialowych, SE zanika niemal wyktadniczo wraz z rosnagcym rozmiarem uktadu L.
Niezerowa warto$¢ bledu wyplatania € mozna wykorzysta¢ do realizacji bramki fazowej
bazujacej na fazie geometrycznej. Réwnoczesnie przy niezerowej wartosci € w uktadzie po-
jawia sie niezerowa faza dynamiczna, co nie jest korzystne dla implementacji bramki fazowej.

Problem fazy dynamicznej udato si¢ rozwigzad, co zostanie przedstawione w kolejnej sekciji.

W celu pokazania, ze faze dynamiczng mozna wyeliminowa¢ inaczej niz przez degenera-
cj¢ OE = 0, rozpisano jakie czynniki fazowe pojawiajg si¢ po pojedynczej wymianie czgstek
MZM. Stany bazowe qubitu zrealizowanego na uktadzie dwéch tréjztacz J15 oraz J34 przed-
stawiono w réwnaniu (9.1) oraz (9.2). Te stany nabiorg odpowiednio: fazy geometrycznej

oraz dynamicznej na poszczegdlnych ztaczach:

2 i¢§’J34 e i¢e,134

s e
‘O> _ |ee> N el¢dyn] e yn e1 geo e geo ’ee>’ (9_9)
115 = |oo) — 100”05 ai0gea” Ligges 100). (9.10)

W celu wyeliminowania problemu fazy dynamicznej, czgsci dotyczace faz dynamicznych na

obu stanach bazowych powinny by¢ réwne

J J J J
¢§yn12 + ¢§yn34 — ¢gyn12 + ¢é}yn34, (9‘11)

co dalej prowadzi do nastgpujacego réwnania

J
Ay = —Adyn- (9.12)

W powyzszym réwnaniu skorzystalismy z definiowanych w sekgji 6.3 réznicy faz z poszcze-

gdlnych podprzestrzeni z parzysta i nieparzysta liczba czastek na poszczegdlnych ztaczach Jio
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oraz J34. Réznica faz dynamicznych na poszczegdlnych ztaczach moze by¢ réwna zero lub
przeciwna wzgledem siebie. To eliminuje problem fazy dynamicznej wektoréw bazowych
qubitu przy wykonywaniu operacji wyplatania.

W celu implementacji bramki fazowej, ktéra bedzie bazowaé na fazie geometrycznej (bar-

dziej precyzyjnie na bledzie wyplatania €) przyjeto nastepujace warunki:

1. kazde zlacze J12, J34 musi zawieral nieparzystg liczbe weztdw, te ztacza musza by¢ iden-

tyczne;

2. potencjat () na jednym ze ztacz nalezy wybrad na przeciwny wzgledem potencjatu na

drugim zlaczu;

3. operacje wyplatania nalezy wykonaé na kazdym zlaczu dwukrotnie [patrz rysu-
nek 9.2(b)].

Ponizej zostanie wyjasniona geneza tych warunkéw. Na rysunku 9.6(a) przedstawiono faze
wymiany A@ex () dla podwdjnej operacji wyplatania dla wspomnianych tréjztacz Ji2, J34,
gdzie potencjal 1; () sterujacy granicami obszaru topologicznego na ztaczu J34 wybrano na
przeciwny W;(t) — —u;(r) wzgledem potencjatu na pierwszym zlaczu Jiz. Zmiana poten-
cjatu chemicznego nie wplywa na otrzymany wynik fazy wymiany, a po podwéjnym wypla-
taniu faza geometryczna, facznie z bledem wyplatania €, podwaja si¢

=J =J
A(])Blérry = A(Z)B’Sgrry =7+ 2e. (9.13)

Symbolem ~ (nadkreslenie) oznaczono fazy dla podwdjnej operacji wyplatania.

Na rysunku 9.6(b) przedstawiono rozszczepienia energii 8E dla poszczegSlnych ztacz

J12, J34. Rozszczepienia energii na poszczegdlnych zlaczach sa przeciwne wzgledem siebie

O0E;, = —0E ,,. W konsekwencji prowadzi to do spetnienia réwnania (9.12) — réznice faz
dynamicznych na poszczegSlnych tréjztaczach sg przeciwne A(P({)l,fl = —A(Z)({;‘r‘l. Ta ostatnia

réwnos¢ eliminuje problem fazy dynamicznej z qubitu opartego na MZM. W celu wyja-
$nienia, dlaczego ta réwno$é¢ jest spetniona przy przyjetych zatozeniach 1-3, napisano jawng
posta¢ hamiltonianéw H Ji2s H J34 opisujacych poszczegdlne zlacza J12, J34 z podzialem na

czg$¢ wspdlng Hy(A; ;) oraz na cz¢é¢ ktdry sie réznig (hamiltoniany) — okreslong przez znak
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przy protokole p;(t):

L
Hj,,(Aij) = Ho(Aij) +Z,ul-(t)ﬁ,~, (9.14)

L
ﬁ]34(Aij) = I:]()(Al'j) — Z ‘LLZ'(Z)%,‘. (9.15)

W powyzszych réwnaniach podkreslono przeciwny znak potencjatu y;(¢) na poszezegdlnych
ztaczach. Czesé wspdlna Ho(A;;) to odpowiednio kazda czes¢ hamiltonianu (9.3) wytaczajac
cz¢$é zwigzang z protokotem p;(1). Eatwo zauwazyd, ze dla nieparzystych rozmiaréw uktadu
L, tréjztacze tworzy dwudzielng sie¢ — mozna ponumerowad wezly sieci (i, j) w taki sposdb,
ze gdy i jest parzyste to j jest nieparzyste. Nastepnie rozwazono standardowsg transformacje

Shiba’y (czastka—dziura) [201], z zaloZeniem nieparzystego L'
UsnaiUg! = (—1)al, (9.16)
gdzie transformacja unitarna Uy, jest nastepujacej postaci:'
Ush = (af, —ar)(a)_, +ar—1)-(a} +a2)(a] —a), (9.17)
UsnUsh| = Ugp Ug = 1. (9.18)
Operator Uy, wygodnie jest przedstawié w bazie operatoréw Majorany'
Usn = (r2)v0 77 (i) (919)
Hamiltoniany opisujace tréjztacza J12, J34 sa potaczone ze sobg za pomocy transformacji Ugp
W nastepujacy sposob’
Ush B, (Aij) Usn" = By (A7), (9.20)
Operator parzysto$ci [réwnanie (2.11)] zmienia znak po takiej transformacji Ugp'
Ugp PUg = — 2. (9.21)
Nastepnie rozwazono stan whasny hamiltonianu H,, (A; Nk
Hyp,|n) = Eqln), (9.22)
P|n) = puln). (9.23)

Mozna pokazaé, ze stan Ugy|n) jest stanem whasnym hamiltonianu H j,, (A;;*), ale o przeciw-

nej parzystosci wzgledem parzystosci stanu |n):'

H y, (Aij*)Ugh|n) = EUgp|n), (9.24)
PUgn|ny = —p,Ugp|n). (9.25)
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Jip — J3g ===
(b)) A=0.9;V =0.5

A(Pex
= Nl
4 a8 1

Rysunek 9.6: (a)-(b) Podwdjne wyplatanie MZAM. Wynikidla pt = 0, i = 4 oraz —4 odpowiednio dla tréjzta-
cza J1 oraz J34. (a) Faza wymiany A¢ex (¢) dla podwéjnej operacji wyplatania. (b) Rozszczepienia energetyczne
OF na poszczegdlnych zlaczach w czasie ewoludji #/T. (c)—(d) Rozktady przestrzenne MZM odpowiednio
(c) przed oraz (d) po pojedynczym protokole wyplatania. WynikidlaA = 0.8,V =0,L=7,u =0.

Z tego wynika, ze hamiltoniany opisujace poszczegdlne ztacza J12, J34 majg takie same spek-
trum energetyczne, ale z zamienionymi parzystosciami poszczegSlnych poziomdéw energe-
tycznych. Zamienione parzystosci, thumaczg otrzymane wyniki na rysunku 9.6(b), i jedno-
cze$nie prowadza do spelnienia réwnania (9.12) na calej sciezce ewoludii.

Pozostalo wyjasni¢ ostatni podpunkt 3 — podwdéjne wyplatanie. Podwéjna wymiana
MZM bedzie odpowiadaé dziataniu bramki fazowej R(6) na stan kwantowy qubitu |y) =
Ao|0) + Aq|1), gdzie |Ag|? i |A1]|? odpowiadaja prawdopodobiefstwom pomiaru stanu

kwantowego odpowiednio w stanie [0) i |1), co do nieistotnej fazy globalnej x*

(W(27)) = e*R(6)|y(0)), (9.26)
gdzie odpowiednio ¥ = (ﬁg’yjnlz + (ISSYJS4 + q;ge{)lz + (]3;{)34 to nieistotna cze¢é¢ fazy globalnej,
1
R(0) = _ | to bramka fazowa. Faza 6 bramki fazowej wynosi
0 e
0—_A -0,J12 _A—(),J34 _A—(),Ju _A—(),J34 — O —de — 4
¢)dyn ¢ dyn ¢ geo ¢ geo T € €. (927)

Skorzystano tutaj z réwnania (9.12) oraz (9.13). Pominicto réwniez czynnik fazowy 27, kt6ry

nie jest istotny do opisu dziatania bramki fazowej R(6), poniewaz istotne znaczenie ma jedy-
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nie réznica faz modulo 27 pomiedzy stanami bazowymi qubitu.

Nastepnie wykorzystano algorytm opisany w rozdziale 5 do generowania struktury prze-
strzennej MZM na calej Sciezce wyplatania. Generowano wspétezynniki o; dla kazdego
chwilowego hamiltonianu H(¢) dla protokotu pojedynczej wymiany MZM. Dla przypo-
mnienia, algorytm polegal na znalezieniu operatoréw I'y = > . 0%, dla ktérych relacja ko-
mutacji [H,T,] = 0 byta jak najbardziej spetniona, w sensie minimalizacji kwadratu normy
I, —T,|? = 0 [réwnanie (5.6)]. Operatory bedace dowolna kombinacja liniowa operato-
réw spelniajacych wspomniang relacje komutacji, réwniez spetniajg te relacje. Zaktadajac,
ze w uktadzie mogg znajdowac si¢ tylko dwie MZAM: I'1, Iy, mozna rozwazy¢ nastepujacy

obrét () w ktdérym relacja komutacji jest niezmiennicza

[I'=0(0)l, (9.28)
gdzie
o I cos®w —sinw
I'= , Oo)=| : (9:29)
1 sin® cos®

Oczywiste jest, ze jesli operatory I komutuja z hamiltonianem [H, I ] =0, to obrécone ope-
ratory I” réwniez komutujg z hamiltonianem [A,T7] = 0. Z tego wynika, ze wspStczynniki
o1, O;p moga by¢ zdefiniowane dla dowolnej wartosci kata obrotu @. Jako warunek po-
czatkowy, dla czasu t = 0, wybrano taki kat @, ze maksimum wspétczynnikéw dla I'y, I
odpowiadato lokalizacji I' na poczatku lewego drutu, a I'; na koricu prawego drutu tréjzla-
cza [patrz rysunek 9.6(c)]. Nastepnie dla kazdego kroku ewolucji generowano wspétczynniki
Oin szukajac takiego kata obrotu @(z), ktéry minimalizowat nastepujacy kwadrat odlegtosci

operatoréw

IT(e + 81) = T'(0)|* = ZZ [otni(t + 81) — atui(1)]7. (9:30)

W przypadku kiedy MZAM sa scistymi catkami ruchu, takie podejécie odtwarza standardows
wymiane MZM [patrz sekcja 3.1]:

[(7) = £12(0), (9-31)
() = ¥11(0), (9.32)

co jest rOwnowazne nastepujacemu obrotowi I(7)= ﬁ(i%)f(O) Jak si¢ okazuje mozna

to uogdlnic na przypadek, kiedy MZAM przekrywaja si¢ podczas wyplatania, gdy pojawia sie

niezerowy btad wyplatania €. Taka ogdlna cykliczna ewolucja MZAM moze zostaé zaprezen-
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towana za pomocaq nastgpuja‘cego réwnania

[(7) = 0/(Afperry )T (0). (9:33)
Po takim wyplataniu dla A@gerry # + %, nie mozna procesu rozumie¢ jako wymiany MZM,
poniewaz po jego zakoriczeniu I'y (.7) staje si¢ liniowg kombinacja I'y (0) oraz I (0) — zo-

bacz rysunki 9.6(c)-(d). To samo dotyczy drugiej MZM I'>(.7).

Zestaw uniwersalnych bramek kwantowych nie musi zawiera¢ uniwersalnej bramki fa-
zowej R(6) dla dowolnego kata 6. Wystarczy, aby ten zbi6r zawierat R(§) dla 6 = J [141].
W przedstawionej implementacji bramki fazowej na bazie fazy geometrycznej, nalezatoby ska-
librowaé ztacza w taki sposdb, aby btad wyplatania wynosit € = + %. Btad wyplatania silnie
zalezy od rozmiaru uktadu, co pokazano na rysunku 9.5(b). Na rysunku 9.7 przedstawiono,
jak zalezy btad wyplatania € od parametréw hamiltonianu (9.3). Na rysunkach 9.7(a)—(b)
przedstawiono zalezno$¢ |€| w funkeji oddziatywari V oraz parametru nadprzewodnictwa A,
ana rysunkach 9.7(c)—(d) przedstawiono zaleznos¢ | €| w funkcji oddziatywan V oraz poten-
cjalu . Kontrola nad warto$cig A lub V' w rzeczywistych eksperymentach moze by¢ pro-
blematyczna, ale w przypadku kontroli it taka manipulacja jest wykonalna w prawdziwych
realizacjach tego uktadu. Za pomocg zmian potencjatu chemicznego mozna kalibrowaé war-
to$¢ bledu wyplatania €.

Do tej pory zbadano uktad, ktéry nadaje sie tylko i wytacznie do realizacji bramki fazowe;.
Przyczyna tego sa efekty rozmiarowe — przekrywanie sic MZA. To przekrywanie bylo Zré-
dtem btedu wyplatania €, ale réwnoczesnie dla przypadku przekrywania si¢ MZAM, nie mamy
gwarancji ochrony topologicznej i nie mozemy zrealizowaé w bezpieczny sposéb wszystkich
operacji z grupy warkoczowej B . W celu zagwarantowania ochrony topologicznej, MZM
powinny by¢ odseparowane przestrzennie jak to tylko mozliwe (L — o0). Kiedy ten waru-
nek jest spetniony, podwéjna wymiana MZAM, nalezacych do tego samego tréjztacza odpo-
wiada operacji bramki Z [patrz rysunek 9.2(a)]. W celu realizacji bramki fazowej opisanej
w poprzedniej sekcji, najpierw nalezaloby zblizy¢ do siebie MZAM na skoriczona odlegtosé
na obu tréjztaczach Ji, J34 (réwnocze$nie muszg by¢ spetnione wszystkie warunki wspo-
mniane w pkt. 1-3 w sekcji 9.2). Zasad¢ dziatania bramki fazowej schematycznie przedsta-
wiono na rysunku 9.2(b). W celu symulacji bramki fazowej zmodyfikowano potencjat p;(z)
tak, aby w czasie ewolucji uwzgledniony byt proces zblizania i oddalania A1ZA1. Nowy zmo-

dyfikowany potencjat przedstawiono na rysunku 9.8. Zacieniowanym obszarem na wykresie
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[en)
N
B
D —
Bl
[en)
=
S
o0|—
Bl

—

0
U

Rysunek 9.7: Biad wyplatania € (odchylenia fazy A@erry od § w funkeji parametréw hamiltonianu (9.3)
uktfadu. (a)-(b) € w funkcji V oraz A dla u = 0 odpowiednio dla L = 7 oraz 13. (c)—(d) € w funkcji V oraz u
dla A = 0.6 odpowiednio dla L = 7 oraz 13.
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1.2 3 4 5 6 7 8 9
: =

Rysunek 9.8: Rozszerzony protokét wyplatania. Dla czasut € [—T,0] MZAM sg zblizane do siebie, a dla czasu
t € [6T,7T] sg oddalane na poczgtkowe pozycje. (a)-(d) Potencjaly p; w funkcji #/T odpowiednio dla (a) le-
wego, (b) prawego, (c) pionowego taricucha tréjztacza, kedre schematycznie zaprezentowano na (e). (d) Poten-
cjal w;(¢/T) dla wezléw zaznaczonych czerwonym prostokatem na (e). (e) Numeracja wezléw, szary prostokat

odpowiada wylgczonym wezlom, t. i(t) = Hic.
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(@) L=10
i
L'=17 |
b)L=13
L'=17
©L=16
L'=17

Rysunek 9.9: Skalowanie rozmiarowe tréjztacza dla rozszerzonego protokotu wyplatania. Niebieskim kolorem
zaznaczono wezly nalezace do tréjzlacza ograniczonego — po zblizeniu MZM. Poczatkowo MZM znajduja
sic na kraricach calego zlacza, nastepnie s3 zblizane do ograniczonego ztacza, wyplatane i przemieszczane na

pOCZS‘tkOWC pOZych.

zaznaczono odpowiednio proces zblizania MZM (t € [—T,0]) oraz oddalania(r € [6T,7T]).
Po zblizeniu MZM, odbywat si¢ proces wyplatania dla tréjztacza o ograniczonej wielkosci L.
Stosowana metoda numeryczna ogranicza nas do wielko$ci badanych uktadéw L. W tym celu
do zbadania rozszerzonego protokotu wykorzystalismy skalowanie rozmiarowe FSS. Na ry-
sunku 9.9 przedstawiono, w jaki sposéb dokonywano skalowania rozmiarowego uktadu L,
réwnoczesnie nie zmieniajac odleglosci na jaka zblizamy AMZM — rozmiar ograniczonego

ztacza L.

Na rysunku 9.10(a) przedstawiono faz¢ wymiany A@ex (7) dla uktadu o catkowitym roz-
miarze ztacza L = 19 i ograniczonego ztacza L' = 7. Analogicznie jak na rysunku 9.8, na
rysunku 9.10(a) cieniowanym obszarem zaznaczono czas dla ktérego nastepowal proces zbli-
zania/oddalania MZA . Zmiany fazy podczas zblizania/oddalania, s3 bardzo mate, ale nie po-
mijalne. Przedstawiona implementacja bramki fazowej w sekgji 9.2 bazuje na bledzie wypla-
tania, €, ktéry powinien mie¢ skoriczona, niezerowa warto$¢ rowniez w granicy termodyna-

micznej L — o0, tak diugo jak L « c0. W najlepszym, pozadanym przypadku € powinien
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, .‘ ------ e e -
10 13 16 19 22
L

Rysunek 9.10: Wyplatanie MZM, ktdre sg zblizaner € [—T,0] orazoddalanet € [6T,7T]. WynikidlaA = 0.8,
p=0,L" = 7. (a) Faza wymiany A@ex dla L = 19. (b) Skalowanie rozmiarowe fazy geometrycznej A@gerry. Po-
ziome (ciagte) linie odpowiadajg ekstrapolowanym wartosciom A@perry(20) dla poszczegélnych przypadkéw.
Do dopasowania wykorzystano funkcj¢ A@Berry(L) = aexp(—bL) 4 A@perry(00) (zaznaczono linig przery-

wang).

silnie zaleze¢ od odlegto$ci na jaka zblizamy AMZAM, czyli na rozmiar ograniczonego ztacza L.
Natomiast, € powinien stabo zaleze¢ od L. W celu badania w jaki sposéb € zalezy od rozmiaru
ukladu, ustalono L' = 7 na stale i zmieniano rozmiar uktadu L zgodnie z rysunkiem 9.9. Na
rysunku 9.10(b) przedstawiono skalowanie rozmiarowe otrzymanej fazy Berry’ego A@gerry po
zblizaniu, wyplataniu i oddalaniu MZM. W odréznieniu od przedstawionych wynikéw na
rysunku 9.5(b), wyniki przedstawione na rysunku 9.10 pokazuja, ze w takim wypadku btad
wyplatania nie jest efektem rozmiarowym. Wydaje sie, ze nawet w granicy termodynamicz-
nej L — o0, wartos¢ bledu wyplatania jest € # 0, o ile L jest skoriczone i MZM przekrywaja
sie podczas procedury wyplatania. Staba zalezno$¢ A@perry od rozmiaru uktadu L przedsta-

wiona na rysunku 9.10(b) moze by¢ zwiazana z tzw. wyciekiem MZM do obszaru tréjziacza

trywialnego [92, 95, 202].

Przedstawiono minimalny zestaw bramek dla realizacji qubitu bazujacego na MZAM . Na
rysunku 9.2(a) oraz 9.2(c) przedstawiono schematycznie implementacje topologiczne chro-
nionych bramek, odpowiednio Z oraz X [76, 203]. W obu przypadkach zaklada si¢, ze
MZM nie przekrywaja sic podczas catej ewolucji. Na rysunku 9.2(b) przedstawiono proto-
kot bramki fazowej R(0) zrealizowanej przez wyplatanie przekrywajacych sie MZM. Wspo-
mniana bramka fazowa zalezy od fazy geometrycznej, a nie od, jak w przypadku standardo-
wej realizacji, fazy dynamicznej [154]. Opisany protokét bramki fazowej wymaga przekrywa-

jacych sie MZM. Przekrywajace si¢ MZM nie sq stricte catkami ruchu. W takim wypadku,
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podczas wyplatania qubit nabiera odpowiednio fazy dynamicznej oraz geometrycznej. Przed-
stawiony protokét w naszej pracy [3] gwarantuje eliminacje wspomnianej fazy dynamicznej
i réwnoczesnie powoduje, ze przesunigcie fazowe tak skonstruowanej bramki fazowej za-
lezy tylko i wylacznie od fazy geometrycznej. Faza dynamiczna moze zostaé wyeliminowana,
kiedy dwa identyczne tréjztacza reprezentujace pojedynczy qubit, opisane sg przez hamilto-
nian z symetrig czastka—dziura i posiadajg nieparzysta liczbe wezléw sieci. Jedyna réznica
w tym protokole od topologicznie chronionych operacji polega na zblizeniu do siebie MZAM
na skoriczong odlegtos¢ przed procedurg wyplatania. Takie zblizenie ma zapewnic zniesienie
degeneracji na skutek przekrywania si¢ MZAM. Po zakoriczonym wyplataniu, MZM rozsu-
wane s3 na poczatkowa, bezpieczng, odlegtos¢, w ktérej mozliwe sg operacje z zagwaranto-
wang ochrong topologiczng. Blad opisanej bramki fazowej na bazie fazy geometrycznej po-
winien by¢ mniejszy od standardowej bramki fazowej, ktérej przesuniecie fazowe zalezy od
tazy dynamicznej, poniewaz faza geometryczna nie zalezy jawnie od czasu. Nie zmienia to
oczywiscie faktu, ze realizacja takiej bramki fazowej bazujacej na fazie geometrycznej powinna

zostaé uzupetniona o odpowiednie korekty btedéw.
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W tej pracy przedstawiono wyniki dotyczace wplywu oddzialywan wielocialowych na
whasnosci zerowych modéw Majorany w rozszerzonym modelu Kitaeva [¢]. Poza destruk-
tywnym wplywem oddziatywan na czasy zycia zerowych modéw Majorany, oddzialywania
moga zmieniac zakres obszaru topologicznego ze wzgledu na inne parametry modelu, np. ze
wzgledu na potencjat chemiczny. Przed przedstawieniem oryginalnych wynikéw, w czesci I
oraz I usystematyzowano potrzebna wiedze teoretyczng wymagang do zrozumienia omawia-
nych wynikéw w czedci IIl. Ponizej podsumowano najwazniejsze wyniki oraz wnioski z roz-

dzialéw z czedci IV.

W rozdziale 7 przedstawiono dziatanie algorytmu (opisanego w Rozdziale 5) do znajdo-
wania silnych (lub prawte silnych), lokalnych, zerowych modéw Majorany, na przyktadzie
modelu Kitaeva z oddziatywaniami wielocialowymi. Stosowany algorytm jest ogdlny i umoz-
liwia badanie dowolnych hamiltonianéw, w tym z dowolnymi oddziatywaniami wielociato-
wymi. Zaprezentowany algorytm dobrze odtwarza standardowe wyniki znane w literaturze.
Poza identyfikacja obecnosci MZM, stosowany algorytm umozliwia badanie ich struktury
przestrzennej. Wprowadzone oddzialywania wielocialowe moga zwickszaé lokalizacje MZAM
na brzegach uktadu, co skutkuje zmniejszeniem ich wzajemnego przekrywania, co w konse-

kwencji prowadzi do zwigkszenia ich czasu zycia.

Podsumowujac rozdzial 8, dalekozasiegowe oddzialywania bardzo silnie wplywaja na
czasy zycia MZM. Co wigeej, im dalszy zasieg tych oddzialywan, tym wystepuje wickszy
destrukcyjny efekt z nimi zwigzany. Takie oddzialywanie moze mie¢ kluczowe znacznie
z punktu widzenia przyszlych materialéw, ktére bedg wykorzystane do realizacji qubitéw na
bazie MZM . W materiatach takie oddziatywanie zanika wyktadniczo wraz ze wzrostem od-
legtosci. W celu zagwarantowania efektywnych obliczeri kwantowych bazujacych na MZAM,

z gwarancjg ochrony topologicznej, nalezy ogranicza¢ dalekozasiggowe oddziatywania.
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Rozdziat 9

Zrealizowane cele

9.3. Kalibracja bramki fazowej Rozdziat 9. Bramka fazowa bazujgca na fazie geometrycznej

W rozdziale 9 przedstawiono konstrukcje bramki fazowej, ktéra jest ogélna i aplikowalna
dla kazdego modelu opisanego hamiltonianem z symetrig czastka—dziura. Kluczowym zjawi-
skiem, jakie jest wykorzystywane w tej bramce fazowej, jest przekrywanie sic MZM. W celu
realizacji bramki fazowej, protokdt wyplatania AMZA1 nalezy zaaplikowad na obu tréjztaczach
J12, J34. Wykonanie protokotu na poszczegélnych tréjztaczach nie musi by¢ zsynchronizo-
wane w czasie, o ile czas trwania ewolucji na kazdym ztgczu jest taki sam. Na jednym ze ztczy
lokalny potencjal, umozliwiajacy transport MZAM, nalezy wybra¢ na przeciwny wzgledem
lokalnego potencjatu na drugim zlaczu, co w fizycznym eksperymencie moze odpowiadaé
wybraniu przeciwnych napie¢ przytozonych do ztaczy. Na zrealizowanie takiego protokotu
w prawdziwym eksperymencie czeka jeszcze wiele wyzwarn i probleméw. Tréjztacza moga nie
by¢ identyczne, bardziej rzeczywiste hamiltoniany moga zawiera¢ wyrazy tamiace symetri¢
czastka—dziura, potencjaly ;(f) moga mie¢ rézne amplitudy na zlgczach. Szacunkowy biad
zaprojektowanej bramki fazowej bazujacej na fazie geometrycznej powinien by¢ jednak mniej-
szy niz blad bramki bazujacej na fazie dynamicznej. Przesuniccie fazowe bramki bazujacej na
fazie geometrycznej zalezy tylko i wylacznie od zmian parametréw uktadu, w przeciwieristwie
do bramki bazujacej na fazie dynamicznej, gdzie w tej drugiej przesunigcie fazowe zalezy réw-
niez od czasu trwania ewolucji. Oczywiscie, dla opisanego w pracy protokotu, bazujacego
na fazie geometrycznej, powinny by¢ przeprowadzone dodatkowe korekty btedéw [142]. Po-
kazano, ze faza takiej bramki fazowej, bazujacej na fazie geometrycznej, zalezy od wszystkich
parametréw modelu, a w szczegdlnosci od oddzialywan wielociatowych, co podkresla jaka

istotng role maja tego typu oddziatywania w niskowymiarowych uktadach kwantowych.

Podsumowujac, udato si¢ zrealizowaé wszystkie cele postawione na poczatku rozprawy
doktorskiej. Opracowano nowa metode umozliwiajaca identyfikacje silnych MZAM, w do-
wolnych uktadach oddziatujacych fermionéw. Algorytm zostal szczegélowo oméwiony
w rozdziale 5. W rozdziatach 7 oraz 8 algorytm zostat zaaplikowany do rozwiazania posta-
wionych probleméw fizycznych. Zbadany zostal wplyw oddziatywan wielocialowych na wta-
snosci MZM otrzymujac oryginalne wyniki, ktére zostaty opisane w czgsci IIl. Opracowano
réwniez nowg implementacje bramki fazowej dla qubitu bazujacego na MZAM z wykorzysta-

niem fazy geometrycznej co opisano w rozdziale 9.
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Nalezy tutaj skomentowaé wyzwania oraz potencjalne perspektywy dotyczace wynikéow —Wyzwania
przedstawionych w niniejszej rozprawie doktorskiej. Wszelkie badania zblizaja srodowisko
naukowe do realizacji pierwszego topologicznego komputera kwantowego. W tej dziedzinie
postep naukowy w ostatnich latach jest spory, zaréwno od strony teoretycznej, jak i do$wiad-
czalnej, jednak to s dopiero poczatki tych badan i sSrodowisko naukowe bedzie czekad jeszcze
wiele wyzwan i probleméw do rozwiazania.

Zademonstrowany w pracy doktorskiej nowy algorytm umozliwia badanie silnych MZA1
w uktadach z oddziatywaniami wielocialowymi. Metoda ta bazuje na doktadnej diagonaliza-
¢ji i niestety jej wykorzystanie jest ograniczone do badania stosunkowo matych uktadéw (za-
wierajacych kilka wezléw). Badanie ztozonych uktadéw kwantowych zawierajacych MZAM,
ktére moga postuzy¢ to przetwarzania kwantowej informacji, nie jest mozliwe z wykorzysta-
niem tej nowej metody.

Realizacja przedstawionej w rozprawie doktorskiej nowej bramki fazowej bazujacej na fa-
zie geometrycznej dla qubitu bazujacego na MZM, powinna posiadaé mniejszy blad niz stan-
dardowa bramka fazowa bazujaca na fazie dynamicznej. Nalezy podkresli¢, ze przedstawiona
nowa bramka fazowa, tak samo jak jej standardowa wersja bazujaca na fazie dynamiczne;j,
nie jest chroniona topologicznie. Problemem realizacji nowej bramki fazowej moga by¢ jej
warunki, jakie musza by¢ spetnione do jej poprawnego funkcjonowania. Od strony technicz-
nej konstrukcja dwéch identycznych, monoatomowych tréjztacz moze by¢ problematyczna.
Problematyczne moze by¢ réwniez precyzyjne sterowanie pozycja MZM w uktadzie tych
tréjziacz.

Zasadniczym problemem wykorzystania MZM do konstrukgji topologicznego kom-
putera kwantowego, jest fakt, ze dostepny zestaw topologicznie chronionych bramek nie
gwarantuje uniwersalnosci obliczeri — brakuje chronionej topologicznie bramki fazowe;j.
Znaczacym krokiem, mogloby by¢ poszukiwanie realizacji bardziej ztozonych anyonéw od
MZM, np. anyondw Fibbonaciego [7, 204, 205]. W przeciwienistwie do MZM, anyony Fib-
bonaciego moga zapewnic zestaw topologicznie chronionych bramek gwarantujacych uni-

wersalno$é obliczen.
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Réwnanie (2.27)
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ai'ledi = o). (B.2s)
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Bi1\ BiBiy1 = \[ [1+4Tiy1Tip2] 2 7 [1+TT;q] 2 7 [1+T 10 = (B.41)
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Korzystajac z wlasnosci liniowosci iloczynu skalarnego oraz z tozsamosci (5.7)
|(C~T)|* = (C~Lr~T) = (1) — (T|T) — (C|1) + (TT) = (B.67)
— -0 =1—|T|% (B.68)

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywista i wynika z wlasnosci przemiennosci iloczynu skalar-
nego

(TC) = (T[L). (B.69)

Nastepnie udowodniono ostatnig nieréwnos¢ bez zaktadania granicy lim;_, o — dla dowol-

nych czaséw ¢ (jako Z oznaczono Z = Tr 1):
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=1 Z O (L —|Ey — Ep|) Ty T = (TID), (B.74)
n'm’
gdzie skorzystano tutaj z réwnania (B.65) oraz z whasnosci funkcji Heaviside’a
©(x) = O (x) (B.75)
Q0 0
"= J dr T(r) S0/ J dr e T PR | ) (mle 1T SUT) (B.76)
_0 ~o nm
= Sl fdre e e /) _ (B77)
= ZG (E —|En _EMDan’”Xm’ = Z Ly |n){m| (B.78)
nm

1
|En7Em|<%
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(1(1) 1) = Te(T(1) 1)/ Te(1) = 5 > | (e ) oy =

= D En BT Dy = 3 En B (| Ty ?
nm nm

gdzieZ = Tr 1.

(TF0) = £ 3,0 (2 =B — En|) [l Tlm) | =

nm

1
T
= L) [KnlTlm)? J dw & (0 +Epn—E,) =
nm 71
T
1
T 0
= %Z |<n|r|m>|2 J dw ﬁ f dr ei(aH—Em_En), _
nm 71 .
T
z %
= ! it
~ o |40 [weomom
—00

Przeprowadzenie dowodu rozpoczgto od policzenia transformaty Fouriera:

0 0 w0
(F((D)‘F)I = J dr eiwte—\t|/f1 _ J dr eia)tet/T1 +Jdt eiwte—z/rl _
o0 - 5
0 0
_ L ey eyl 28
ia)+1l1 —0 iw—% o 1+ (07)?
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Réwnanie (5.19)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

(B.84)

Roéwnanie (5.22),

(5.24) oraz (5.26)
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Z wykorzystaniem tej transformaty Fouriera wykonujac proste obliczenia, mozna pokazaé

korelacje zwigzana z mechanizmem relaksacji od oddzialywar'l wielociatowcych:

(Fﬂr),:% fdw J S (P(0))s = 5 Jda) (B.57)

Q=
ﬁ\'—

1
T

1 T,
p J dw r(im)z = larctan (7’) — %arctan (—%) = 2alrctam (7’)

Q=

(B.88)
Analogicznie mozna obliczy¢ petna korelacje: uwzgledniajaca wplyw oddziatywan wielocia-
lowych oraz relaksacji oddziatywania modéw Majorany:

oe]

1
i 1 (
(T D)t = — f do f dr ¢l ( -5 fdco (Mo—L)0) = (Bso)
_1 _1
1
1 f T
=— | dw = (B.9o)
I
7r_l I+ [(0— )l
1 1
= {arctan l(— — —) T]] + arctan {( + —) 1] } (B.o1)
™ ™
Réwnanie (7.2) Korzystajac z zatozenia, ze H; ; € Ripostaci operatoréw % [réwnania (2.4) oraz (2.5)]:
(7 177) = @+alli@;—a) =i (@la) - @la) + (al|a) - (@]|a)) = (Bo2)
~ i ((@la)) - (@la;)* + (@lla;) - (@la;)*) =o. (8.93)

Réwnanie (7.15)

=GP =l X Tl ) (X T -

Il B, — "ol
n'.m"E =E, n' m"E n=E n

(B.94)

= Z Z l—‘n’rn’l—‘n”rn”(gjnn’ Sm/n”(sm”n = (B~95)
n'sm"E=E  n" .m"E n=E, n

= Z anrmn = Z ‘an|2 (B-96)

m:E,=E,, m:E,=E,,
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Skorzystano z postaci transformacji Uy, z réwnania (9.19)

U = QY)Y 175 (7)) (B.97)

i réwnania Sprz¢zonego
ul, = (—iv)y v (i) (B.98)

do pokazania, ze jest to transformacja unitarna:

UnUl = GY)) v v Gy (i) v (i) =1 (B.99)
UsThUSh =1, (B.100)

gdzie skorzystano tutaj z whasnoéci (%%)? = 1. Do transformacji operatoréw kreadji i ani-
hilacji warto skorzysta¢ z ich postaci w bazie operatoréw Majorany a; = %(}/ﬁ —1i%7),

a;r = %(yﬁ +1% ). Ponizej pokazano, w jaki sposdb transformujg sic operatory Majorany.

Un¥% T UL = GOV v G () v v (ivg) = (B.101)

(—DEF =1, i nieparzyste ,
= pEmE (—1)'yt, (B.102)

(1) N(-DE =1, I parzyste

gdzie skorzystano tutaj z zatozenia, Ze L jest nieparzyste oraz z regul antykomutacji operato-

réw Majorany {,%,7,} = 2§;; ¢ Analogicznie mozna pokazaé transformacj operatora

Y

Un¥ UL = GO Y v ) () vs v (—ivg) = (B.103)
(=1)E=i(=1)"' =1, i nieparzyste ; B
= ‘ = (=D)'(-1)y". (B.104)
(=DE(=1)E = —1, iparzyste
Ostatecznie:
UsnaiU} = U (v =iy )US, = (1) (5" +iy7) = (—1)'d], (B.105)
Unal UL = U (v +iy)UL = (1) (nt —iy7) = (-1 as. (B.106)

W celu pokazania, ze hamiltoniany transformuja sie tak jak w réwnaniu (9.20), nalezy

pokaza¢, w jaki sposéb transformujg si¢ wszystkie wyrazy hamiltoniandw:
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Réwnania (9.16)-

(9.18)

Réwnanie (9.20)
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* czg$¢ zwiazana z przeskokiem czastek

UshajajUSTh = UshaITUSThUShajUSTh = (—l)iﬂaia} = (—l)aiaj. = a}ai = (a;raj)T,
(B.107)

* cze$¢ zwigzana z kreacja czastek
Usha:rajUSTh UShaTUT UShaJ]rUSTh (— 1)i+jaiaj = (—Naja; = aja; = (ajaj-)T,
(B.108)
* cze$¢ zwigzana z potencjatem jednoczastkowym
UshﬁiUsTh = UshajUsThUshaiUsTh - % = (—1)2iaialT — % =1- ajai% = —f;, (B.109)
* czg$¢ zwiazana z potencjalem dwuczastkowym
UfiftjUL = UgnfU Ul UL = (=18) (—#1;) = fiidt, (B.110)

gdzie i # jizgodnie z zalozeniami nieparzystego L, uktad tworzy dwudzielna sie¢, dla ktérej
i + j jest liczbg nieparzysta i skorzystano z relacji antykomutacji operatoréw fermionowych
a,'a;r + ajai = 1, unitarno$ci USThUS}1 = 1 i transformagji (B.105) oraz (B.106). Wszystkie wy-
razy poza wyrazem zwigzanym z potencjalem jednoczastkowym, s3 niezmiennicze wzgledem
transformacji Ugy. Nalezy zwrdcid jedynie uwage, ze poza zmiang znaku w 1;(¢), transforma-
cja Ugy zmienia A;j — A;;*, co nie wplywa na spektrum energetyczne hamiltonianu. Osta-

tecznie pokazano, ze

UsnH),, (Aij)UsTh =Hy, (Aij). (B.1mm)
Réwnanie (9.21) Lokalny operator parzystosci transformuje sie w nastepujacy sposdb:
UaZUS = Ugn(1 =24l a) UL = 1 —2UgalUl UgaiU] = (B.1r2)

—1-2(=aj(~1)al =1-2(1—ala)) = —1+2dla; = —2;, (Bun)
a catkowity operator parzystosci

Ua 22U HUh@ Ul H(—l)% = (-1t = -2, (B.114)

gdzie skorzystano z relacji antykomutacji operatoréw fermionowych aia;r + aja,' =1, uni-

tarnosci U;LhUS}1 = 11 transformagji (B.105) oraz (B.106) oraz zatozenia nieparzystego L.
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Zagadnienie wlasne hamiltonianu Hy,,:

Ay, (Aij)In) = Enln), (B.11s)

UnH 1, (Aij)|n) = EUsh|n), (B.116)

UsnH 1, (i) )UL Uy = EUgp|n), (B.117)
Ay, (A" )Usp|n) = EpUgn|n), (B.118)

gdzie skorzystano z transformacji (B.111), unitarnosci U, SThUsh = 1. Ostatnie réwnanie to za-
gadnienie wlasne hamiltonianu H y,, (A;;*), a stanem wlasnym jest Ugp |1).

Stan wiasny 1) ma okreslong parzysto$¢ p,

P|n) = paln), (B.19)

a stan wlasny Ugp|n) ma parzystosé p),

PUsn|n) = p,Usnln), (B.120)

UL PUsnIn) = pLUSL Usnln), (B.121)

~ Pl = pLin, (B.22)

Pln) = —pjIn). (B.123)

Na podstawie tych rozwazan wynika, ze stan Ugy [n) ma parzysto$¢ p), = —py, ktdra jest prze-

ciwna do parzystosci stanu |n). Skorzystano tutaj z postaci transformacji odwrotnej

Ul Uy = —Ul (Ug 22Ul UG = -2 (B.124)

e,Jin e, J3 e,Jin | reJx

’w(29)> — ei(q)dyn +¢dyn Jrq)geo +q)geo )a0’0>t=0+
co70,J12 | 70,034 70,012 | 70,034
el(¢dyn +¢dyn +¢'geo +¢geo )a1‘1>t:0 — (BIZS)
R (A v DO Yoy
coA 70,010 70,J34 z0,J12 70,J34
<a0’0>t:0+671(A¢dyn +A¢dyn JrA‘Pgeo +A¢geo )a1|1>t=0> — (BIZG)

= R(0)|y), (B.127)
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oraz (9.25)

Réwnanie (9.26)
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DODATEK

Dwuqubitowy uktad z zerowymi

modami Majorany

W tym krétkim dodatku zaprezentowano uklad zawierajacy szes¢ MZM, ktéry moze
postuzy¢ za model uktadu dwuqubitowego. W odréznieniu od analizy przeprowadzonej

w sekdji 3.2, w takim ukladzie mozna skonstruowaé bramki dwuqubitowe.

Uklad zawierajacy sze$¢ MZM musi posiadaé 20/2 — 8 zdegenerowanych stanéw pod-
stawowych, po cztery stany z okreslong parzystoscig. Tak jak napisano w sekji 3.2, przejécia
pomiedzy stanami o réznej parzystosci s3 niedozwolone. Analize w tym rozdziale przeprowa-
dzono dla stanéw nieparzystych: |eoe), |eeo), |oee), |000)." Bazg¢ dwuqubitowego uktadu

mozna ponumerowaé w nastepujacy sposob:

leoe — 00, (C.1)
leeo — [01), (C.2)
oee) — [10), (Ca)
l000) — [11). (C.4)

W odréznieniu od sekdji 3.2, uktad wraz z operacjami wyplatania tworzy grupe B. Ta grupa
posiada 10 generatoréw A1, ..., Bs, %’J{, . ,%’g. Nastepnie przeprowadzono analize dzia-
tania wybranych operatoréw wyplatania oraz ich ztozeri na stany bazowe uktadu dwuqubito-
wego i odtworzono cze$¢ wynikdw jakie otrzymano dla uktadu reprezentujacego pojedynczy

qubit. Na potrzeby dalszej reprezentacji dziatania poszczegdlnych operatoréw wyplatania
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Dodatek (. Dwuqubitowy uktad z zerowymi modami Majorany

iich zlozen, przyjgto nastgpujaca postaé wektoréw bazowych:

100) =

1
0
0
0

, |01) =

0
1
0
0

, [10) =

- O O

0

1) =

o o O

1

Operatory % oraz s maja podobne dziatanie, ale funkcjonuja dla réznych qubitéw

w uktadzie dwuqubitowym. Mozna to w prosty sposéb pokaza¢ analogicznie jak pokazano

to w sekgji 3.2. Ponizej zaprezentowano postaé operatoréw | oraz Hs:

[ exp(—if) 0 0 0 |
0 exp(—i% 0 0
2, = )0 (C6)
0 0 exp(+iy) 0
| 0 0 0 exp(+if) |
[ exp(—iZ) 0 0 0 |
0 exp(+i%) 0 0
Bs = 4 . (C.7)
0 0 exp(—iy) 0
| 0 0 0 exp(+if) |
Ich podwdijne dziatanie mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
Z) =% = —ici = —i(6°®1), (C.3)
7y = %2 = —ics = —i(1l®c9). (C.9)
Interesujace jest dzialanie generatora %3
[ exp(+iZ) 0 0 0 |
0 exp(—i% 0 0
By — p(=iy) ~ (C.10)
0 0 exp(—iy) 0
| 0 0 0 exp(+if) |

Podwdjne dziatanie takiego operatora %3 jest réwnowazne z dziataniem bramki dwuqubi-

towej Isinga ZZ

Poréwnanie realizacji operacji %’%, %’%, %’% mozna znalezé na rysunku C.1. Analogicznie

mozna przeprowadzi¢ analize dla pozostatych generatoréw %, oraz %4, ktére mozna przed-
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(a) (b)
r
r, XX

_ b lzz |

Iy — -
I's

I's

I
Iy
I3
Iy
I's
I's

(c)

I

I

I3

ry
s
Ig

X

Rysunek C.1: (a) Bramka Z; oraz jej reprezentacja %’%; (b) Bramka ZZ1, oraz jej reprezentacja %’%; (c) Bramka

Z5 oraz jej reprezentacja 2.

(a)

I
I —
n X
Iy
I's
Ts

I
I
I3

Iy
I's —

e ———m—

Rysunek C.2: (a) Bramka X | oraz jej reprezentacja %’%; (b) Bramka X, oraz jej reprezentacja %ﬁ.

stawi¢ w nastepujacej postaci:

1 0 -1 0
By — B L N U | (C2)
V2| -0 1 o0
| 0 -1 0 1 |
[ 1 i 0 0|
By — |- 1 00 (1)
V21 0 0 1 i
| 0 0 —i 1 |
Podwdjne dziatanie takich operatoréw odpowiada realizacjom bramek X na odpowiednich
qubitach:
X, = %5 = —i(o}) = —i(6"®1), (C.14)
Xy = % = —i(03) = —i(l®o"). (Cu1s)

Realizacje operaciji %% oraz %’Z mozna znaleZ¢ na rysunku C.2.
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—
[S)
~
—
o
~

I /T I
I N/ I

J/ F3
Iy

P
ry— %
I's Lo —

Rysunek C.3: (a) Bramka H oraz jej reprezentacja %1 %»%1; (b) Bramka H; oraz jej reprezentacja %s 984 Hs.

;
:

—
[S)
~
—
o
~

L= I
L N e L
r; —— ~— I3

"*
'“*

Iy Iy 7
Is I's ﬂ/-/\/-/\ —
Ts e — —

Rysunek C.4: (a) Bramka Y| oraz jej reprezentacja %1 ﬂ%@I ; (b) Bramka Y » oraz jej reprezentacja % %’i%’;

7

Rysunek C.s: Realizacja bramki CNOT oraz jej reprezentacja %1583 %8453 % %’L@;
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Korzystajac z wymienionych generatoréw %1, ..., %5 orazich sprzezen, mozna utworzyé

inne bramki:

* bramki Hadamarda H (przedstawione na rysunku C.3)

1 1

H| = $B1%,PB = —-= ®1,
V2l

H| = 5%, % i1@1 !

| = B1B2H1 = —— )
V2 1 —1

* bramkiY (przedstawione na rysunku C.4)

Y| = B\ BB = —i(0)) = —i(c"®1),
Yy = Bs BBl = —i(6}) = —i(1®0"),

* bramki CNOT (przedstawiona na rysunku C.s)

CNOT = B B3 Ba B3 Bs BB — = F/
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Akronimy

DMRG ang. density matrix renormalization group. 1s, 17, 2.4, 79,

ED doktadna diagonalizacja (ang. exact diagonalization). 1s, 25, 43, 79, 80,
FSS skalowanie rozmiarowe (ang. finite size scaling). 49, 67,73, 75, 95, 104,
IRAM ang. Implicitly restarted Arnoldi method. 43,

LDOS lokalna gestos¢ stanéw (ang. local density of states). 67, 68,77, 84,
LIOM lokalne catki ruchu (ang. local integral of motion). 40, 45, 63, 67, 84,
LUE  lokalna unitarna réwnowaznos¢ (ang. local unitary equivalence). 63, 64, 67, 70, 71,

83, 84,

MBL  lokalizacja wielu cial (ang. many body localization). 45, 49,

MZM zerowe mody Majorany (ang. Majorana zero modes). 1, 2, 5-10, 12—2.4, 2734, 45=51,

S7—59, 63_683 70571, 73=75 775795 807 83_927 95—97, 99—101, 103—109, 127, , 135, 137
NAS  statystyka nie-abelowa (ang. non-Abelian statistics). 6, 12, 13, 29, 57,

OBC  otwarte warunki brzegowe (ang. open boundary condition). 42, 49, 64, 80,

ODE réwnania rézniczkowe zwyczajne (ang. ordinary differential equation). ss,
PBC  periodyczne warunki brzegowe (ang. periodic boundary condition).
SO spin—orbita. 7-9, 14,

TDSE zalezne od czasu réwnanie Schrodingera (ang. time dependent Schrodinger equ-

ation). s3, 57, 93,
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cAkronimy cAkronimy

TISE  niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera (ang. time independent Schrodinger equ-

ation). 40, 43,
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Spis symboli

{A,B} = AB + BA, antykomutator operatoréw.

™

T

baza operatoréw Majorany ¥;. 20, 21, 45, 48
termodynamiczna odwrotnos¢ temperatury. 47
bramka CNOT. 33, 89, 130, 131

bramka fazowa. 33, 34, 89—-91, 99, 101, 105, 125
bramka Hadamarda. 33, 89, 119, 130, 131

bramka X. 33, 91, 105, 129

bramka Y. 33, 119, 130, 131

bramka Z. 32, 91, 101, 105, 128, 129

bramka ZZ Isinga. 128, 129

btad wyplatania. 95-97, 99-102, 104, 105

catka przeskoku. 14-16, 22-24, 41, 64, 65, 75, 80, 83, 91, 92, 115

Czas. 34, 45, 48—50, 53—58, 8§9—101, 103—105, 108, 119—12.2, 12.4, 12

catkowity czas ewoludji. 57, 58, 90, 96, 99-101, 125

czas segmentu ewolucji. 90, 92-96, 99, 103—105

skala czasowa. 48—s1, 64-66, 68, 69, 71, 72, 74—76, 80—83, 120-122, 138

skala czasowa zwigzana z mechanizmem relaksacji na skutek oddziatywan MZA1-
MZM. 50,51, 65, 66, 74, 75, 122,

skala czasowa zwigzana z mechanizmem relaksacji na skutek oddziatywan wielociato-

wych. so, 51,74, 75, 121, 122

delta Diraca. 50, 121,

delta Kroneckera. 14, 19-21, 27, 38, 115, 120, 122, 123
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https://en.wikipedia.org/wiki/Thermodynamic_beta
https://en.wikipedia.org/wiki/Controlled_NOT_gate
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate#Phase_shift_(%7F'%22%60UNIQ--postMath-00000032-QINU%60%22'%7F)_gates
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate#Hadamard_(H)_gate
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate#Pauli-X_gate
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate#Pauli-Y_gate
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate#Pauli-Z_(%7F'%22%60UNIQ--postMath-00000022-QINU%60%22'%7F)_gate
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate#Ising_(ZZ)_coupling_gate 
https://pl.wikipedia.org/wiki/Delta_Diraca
https://pl.wikipedia.org/wiki/Symbol_Kroneckera

Spis symboli Spis symboli

g dtugos¢ korelacji. 46

E energia. 24, 34, 40, 45, 47, 48, 64, 67,70, 71, 73, 94, 98, 119—122, 125

OE  degeneracja (rdznica energii) stanéw podstawowych z podprzestrzeni z parzysta i nie-
parzysta liczbg czastek. 16, 34, 63, 6770, 73, 74, 83, 84, 89, 90, 95-97, 99

AE  szczelina energetyczna. 57, 67-70, 83-85, 93, 94

Oaa  faza Aharonova—Anandana. 57, 58, 90, 94

OBerry faza Berry’ego. 57, 58, 90, 94, 101

@dyn  faza dynamiczna. 57-59, 89, 90, 96, 99, 125

Pgeo  faza geometryczna. 57-59, 90, 96, 99, 125

¢;;  faza parametru nadprzewodnictwa. o1

A¢  réinica odpowiednich faz z podprzestrzeni z parzysta i nieparzystg liczbg czastek. 59,
94—97, 99, 101, 102, 104, 105, 125

@ex  faza wymiany. 58

Wioss Straty wiarygodnosci (eng. fidelity loss). 57, 90, 93

Jk(x) funkcja Bessla pierwszego rodzaju rzedu k. 56,

O(x) funkcja Heaviside’a. 5o, 65, 119-121,

By M-widknowa grupa warkoczowa Artina (ang. braid group). 30, 31, 33, 89, 101, 127

oS

hamiltonian. 14, 21-24, 38-42, 45—47, 49, 53-58, 64, 65, 67, 71, 80, 91, 93, 97, 98, 100,

115, 116, 119—122, 124, 12§

(A|B) iloczyn Hilberta—Schmitda operatoréw.

® iloczyn Kroneckera. 31, 37, 90, 128, 129, 131

i jeanStka urojona. 14, 19—24, 27-29, 32—34, 48) 5055357559, 673 75,735 91, 963 983 99,

115, 116, 118123, 125, 128, 129, 131

[A,B] = AB — BA, komutator operatoréw.
A korelacja (T'|T). 47-50, 6476, 8084

N liczba czastek. 37-39, 42
e liczba Eulera. 33, 34, 46-48, 50, 56, 57, 59, 71, 73, 96, 99, T19—122, 125, 31
T liCZba pl 30,32—34, 487 50,53, 563 59, 67, 745 91, 92, 95, 97, 99—102, 119—12.2, 1283 131, 138
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_Bessela#Funkcje_Bessela_pierwszego_rodzaju
https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja_skokowa_Heaviside%E2%80%99a
https://en.wikipedia.org/wiki/Braid_group
https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_Kroneckera
https://pl.wikipedia.org/wiki/Jednostka_urojona
https://pl.wikipedia.org/wiki/Podstawa_logarytmu_naturalnego
https://pl.wikipedia.org/wiki/Pi

Spis symboli Spis symboli

L liczba weztéw. 19, 21, 23-25, 27, 37-40, 42, 46, 49, 50, 64=76,79—86, 88, 90, 91, 9496,
98, 99, 101, 102, 104, 105, 116, 123, 12.4

l liczba weztéw pojedynczego taficucha tréjztacza. 91, 92

1 macierz jednostkowa/operator jednostkowy. 19, 20, 31, 46—48, 64, 98, 115, 120, 121,
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Spis rysunkow

Spektrum energetyczne oraz topologiczny wykres fazowy dla nanodrutu pétprzewod-

nikowego sprz¢zonego z nadprzewodnikiem [10].
Przewodnos¢ rézniczkowa dI /dV w funkeji napiecia V [36].

Uktad pomiarowy oraz przewodnos¢ rézniczkowa — poréwnanie wynikéw do$wiad-

czalnych z numerycznymi [+4].

Zdjecie ze skaningowego mikroskopu elektronowego struktury 4 nanodrutéw [42]. .
Topografia nadprzewodzacego otowiu Pb, z naniesionymi 3 nanodrutami zelaza
Fe [1¢].

Przestrzenna i energetyczna przewodno$é rozniczkowa G = dI/dV [4¢]. .

Diagram fazowy modelu Kitaeva z oddzialywaniami wielociatowymi pomiedzy najbliz-
szymi sasiadami. Zrédto: [123] .

Degeneracja stanu podstawowego. Zrédto: [130] .

Wplyw oddziatywari pomigdzy najblizszymi sasiadami U oraz nieporzadku o, na gra-

nice obszaru topologicznego w modelu Kitaeva. .

Konstrukeja stanu fermionowego z operatoréw Majorany.

Ilustracja faz topologicznych w modelu Kitaeva

Ilustracja grupy warkoczowej
Realizacja bramki Z.
Realizacja bramki X.
Realizacja bramki Y.

Realizacja bramki H .
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Spis rysunkdw Spis rysunkdw

Schematyczna konstrukcja hamiltonianu Kitaeva wg blokéw o okreslonej liczbie cza-
stek.

Niezerowe elementy hamiltonianu .
Schematyczne poréwnanie strong i soft MZM.

Funkdja korelacyjna A (7) dla uktadu z oddziatywaniami oraz bez oddzialywan wielo-
ciatowych. Czas zycia MZM. .

Rozktad przestrzenny MZM

Poréwnanie degeneracji stanu podstawowego, szczeliny energetycznej z funkcja auto-
korelacjg A (7) w funkeji uiV.

Poréwnanie degeneracji stanu podstawowego, szczeliny energetycznej z funkcja auto-
korelacja A (7) w funkcjiAi V.

Skalowanie rozmiarowe funkdji autokorelacji A (7) w funkcji Ai V. .

Kwadrat modutéw elementéw macierzowych mody Majorany.

Srednia liczba obsadzeri (N) oraz degeneracja stanu podstawowego SE

Wyniki funkeji autokorelacji A (7) wraz z dopasowang funkcja Ag,

Skalowanie rozmiarowe wspdiczynnikdw relaksacji 1 /7y oraz 1/7;.

Ekstrapolowane funkcje autokorelacyjne A w granicy termodynamicznej.

Funkdja autokorelacyjna A w funkgji potencjatu chemicznego i oraz oddziatywan V.. .

Funkdja autokorelacyjna A w funkgji przerwy nadprzewodzacej A oraz oddziatywari V.

Skalowanie czasowe funkgji autokorelacyjnej A w funkdji potencjatu chemicznego u
oraz oddziatywania V3.

Skalowanie rozmiarowe funkcji autokorelacyjnej A w funkcji przerwy nadprzewodzacej
A oraz oddziatywania Vj. .

Degeneracja stanu podstawowego O E w funkcji pt oraz V.

Szczelina energetyczna AE w funkgji 1 oraz V.

Wplyw zasiegu r oddziatywania V. na rozklad przestrzenny MZAM, ' orazI'™. .
Lokalne przekrycie [o" o | dla MZM Tt oraz ™.

Catkowite przekrycie Q pomiedzy MZM, T’ Torazl ™, w funkcji oddziatywan V, oraz
potencjatu chemicznego u. .

Numer wezla dla ktdrego lokalne przekrycie |a;" ot | jest najwicksze, w funkcji oddzia-

tywan V, oraz potencjatu chemicznego u.
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Test adiabatycznosci wymiany MZAM. .

Uktad dwéch tréjztacz wraz z realizacjg wybranych bramek kwantowych. .
Schematyczny protokdt wyplatania MZM na tréjztaczu .
Standardowy protokét wyplatania — potencjal t; w funkcjiz/7. .

Pojedyncza operacja wyplatania na pojedynczym tréjztaczu. .

. 90
91
93
- 94
95

Podwdjne wyplatanie MZAM oraz rozktady przestrzenne przed i po pojedynczym wy-

plataniu MZM. .

Btad wyplatania w funkgji parametréw hamiltonianu ukladu. .

Rozszerzony protokdt wyplatania.

Skalowanie rozmiarowe tréjzlacza dla rozszerzonego protokotu wyplatania. .

- 99

. 102
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. 104

Faza wymiany oraz faza geometryczna dla rozszerzonego protokotu wyplatania MZM. 105

Reprezentacja bramek: Z1, 2, ZZy5. .
Reprezentacja bramek: X1, Xo.
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