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Streszczenie

Rozwdj wspdlezesnych komputeréw umozliwil badanie zlozonych ukta-
dow kwantowych z oddzialywaniami za pomoca zaawansowanych me-
tod numerycznych. W niniejszej pracy inzynierskiej przedstawiono wy-
brane metody numeryczne stosowane w badaniu dynamiki nanodrutéw
kwantowych. Omoéwiono algorytm Lanczosa, ktory jest idealnym narze-
dziem do generowania stanéw kwantowych i algorytm propagacji Cze-
byszewa stuzacy np. do propagacji czasowej wektora stanu w réwnaniu
Schrodingera. W pracy zamieszczono zaréwno dowody, wyprowadzenia
czy tez schematy wybranych omawianych zagadnien. Testowanie dziata-
nia opisanych algorytmoéw dokonywano na modelu nanodrutu opisanym
hamiltonianem modelu ciasnego wiazania.
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Rozdziat 1

Model teoretyczny

1.1 Formalizm drugiej kwantyzacji

Dany podrozdziat zostal napisany na podstawie prac znajdujacych sie w bi-
bliografii na pozycjach [I, 2.

1.1.1 Przestrzen Foka

W celu opisu uktadu co najwyzej N czastek musimy stworzy¢ przestrzen
Hilberta Hy bedaca produktem tensorowym pojedynczych przestrzeni Hilber-
ta H:

N
Hy = ® H
i=1

Oczywiscie mozna pokazaé, ze tak utworzona przestrzen bedzie posiadac ty-
powe cechy dla przestrzeni Hilberta (zupelnos¢, liniowosé). Fermiony to czastki
antysymetryczne, a zatem na nasza przestrzen nalezy jeszcze podziataé¢ opera-
torem antysymetryzacjil] Pr tworzac przestrzen Hilberta Fy Fermionéw:

Fn =PrHn

Taka przestrzen opisuje uktad N fermionow. Jesli chcemy mie¢ przestrzen,
ktora opisze dowolng liczbe czastek, wystarczy wykonaé sume prosta przestrze-
ni Fermionowych Fy:

F=DF
=0

L Operator Pr definiujemy za pomoca dzialania na funkcje falowa W:
PrU(f,...,FNn) = Z(*l)P\P(Fpl, ...,TpN), gdzie (P1,..., PN) reprezentuje permutacje

P
P zbioru (1,...,N).
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1.1.2 Zakaz Pauliego

W przestrzeni Fy fermionéw, zasada Pauliego jest spetniona bezposrednio
z definicji przestrzeni. Rozwazmy stan:

|y .. .an) = ]\1” 3 (—1D)" ) |awps)

i=1

gdzie (P1,..., PN) reprezentuje permutacje P zbioru (1,..., N). Zat6zmy, ze
dwie czastki znajduja sie w tym samym stanie |a1) = |ag) = |a). Wtedy:

1
s ... an) = —|agay .. ay) = 5 (—lagay ... an) + lagas...an)) =0

1.1.3 Operatory kreacji i anihilacji

Operator kreacji air\ zdefiniujemy w dziataniu na stan z przestrzeni Fy:

I Aw) = AN .. Ay jedli [A) nie ma w [Ar... Ay)
AL AN =00 jesli [A) jest w [A1... An)

Operator anihilacji a, zdefiniujemy jako sprzezenie hermitowskie operatora

al.

Operatory kreacji (lub anihilacji) nie dzialaja w obrebie jednej przestrzeni.
Dziatajac na stan [¢)) z przestrzeni F,, tworza stan w przestrzeni F, 1 (lub

Fu1)-

Podstawowe zwigzki antykomutacyjne dla fermionéw sa nastepujace:

{ar,a,} = {af\,aL} =0 (1.1)
{ax, al} = 0, (1.2)

1.2 Model ciasnego wigzania

Dany podrozdziat zostal napisany na podstawie prac znajdujacych sie w bi-
bliografii na pozycjach [3H6].
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1.2.1 Zalozenia modelu

W naszych rozwazaniach przyjmiemy, ze nasz uklad to L weztéw (ponume-
rowanych 1,2, ..., L), gdzie w kazdym z nich moze wystepowaé¢ 1 bezspinowy
fermion. Na te jednowymiarows sie¢ narzucamy periodyczne warunki brze-
gowe — po ostatnim wezle L nastepuje wezet o numerze 1. Sie¢ wypetniamy

N czastkami. Ponizej zamieszczono rysunek wizualizujacy badane zagadnienie
dla L = 8.
@ \
O O

Rysunek 1.1: Schemat jednowymiarowej sieci o L = 8 weztach.

Kierunki zaznaczone na rysunku strzatkami zwigzane sg z przeskokami cza-
stek miedzy weztami.

Kazdy wezet sieci ¢ posiada wtasng lokalng przestrzen Hilberta H, a zatem

przestrzen Hy, opisujaca uktad jest dana poprzez iloczyn tensorowy przestrzeni
Hilberta:

W kazdym wezle moze znajdowaé si¢ fermion (|1)) lub nie (]0)), a zatem
wymiar naszej przestrzeni HY wynosi:

L
dim MY = dim(jn) ® -+ @ |ng)) = [] dim|n;) = 2°
=1

Ustalajac liczbe czastek N mozna przeprowadzi¢ dekompozycje przestrzeni
na podprzestrzenie HX z ustalong liczba czastek N:

H=H o - oH D OHE

Kazda taka podprzestrzeni H% bedzie miata wymiar réwny kombinacji ( f,)
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dim H"* = dim (é?#) —XL:dimHL —XL: <L> = 2"
- N| — N — S =

=0 i=0 i—0 \*

otrzymalismy na koncu znang tozsamos¢ kombinatoryczna.

Podczas obliczen wybierano podprzestrzenn z N = L/2 czastkami. Waz-
ne jest badanie uktadéw o duzym L, poniewaz w granicy termodynamicznej
(L — o0) uktad jest pozbawiony artefaktéw zwiazanych ze skoniczonym roz-
miarem uktadu:

lim
L—oo 2L

1.2.2 Hamiltonian

W tej pracy badany hamiltonian dla modelu ciasnego wigzania z uwzgled-
nionymi oddziatywaniami ma nastepujaca postac:

=B+ Ay (13)
L

H, = = (ewagﬂai + h.c.) (1.4)
=1

R L L

i=1 =1

gdzie h.c. oznacza sprzezenie hermitowskie poprzedniego wyrazu.

Czesé kinetyczna H, hamiltonianu stanowi sume catek przeskoku czastki
miedzy i-tym oraz i + 1 weztem. Zakladamy, ze catka przeskoku jest stata
i wynosi t. Catka przeskoku t zwiazana jest z energia tego przeskoku. Na-
lezy tutaj pamieta¢ o uwzglednionych periodycznych warunkach brzegowych
(PBC). Czynnik €' to faza Peierlsa odpowiedzialna za przyktadany strumieii
pola magnetycznego na uktad.

Czes¢ potencjalna Hy hamiltonianu zapisujemy w postaci oddziatywan ob-
sadzonych sasiednich weztéw. Operator n; to operator liczby czastek n; po-

. . z 7 l
mniejszony o wartosc j5:

. 1
Operator liczby czastek n; pomniejszono o % w celu uzyskania symetrycz-
nego widma hamiltonianu ze wzgledu na transformacje czastka dziura. Uza-

sadnienie jest nastepujace: n; moze przyjmowaé wartosci ze zbioru {0, 1}, a po

transformacji do 7n; ze zbioru {—1%,1}.
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Dobra wlasnoscia takiej macierzy, umozliwiajaca tatwe dokonanie obli-
czen numerycznych jest fakt, ze ta macierz jest macierzg rzadka. Ponizej za-
mieszczono niezerowe wartosci macierzy H dla L = 16 weztow z przestrzeni
N = L/2 czastek. Dla stosunkowo malej macierzy traktujac ja jako macierz
gesta, wszystkich elementéw jest ~ 1.64 - 10%, podczas gdy elementéw réznych
od 0 jest 122692, co stanowi okoto 0.07% wszystkich elementéw.

0.0-10°

2.0-103
4.0-103
6.0 - 103 |
8.0-10°

1.0-10%

1.2-10%

0.0-10° 4.0-103 8.0-103 1.2-10%
?

Rysunek 1.2: Niezerowe elementy H;; hamiltonianu dla modelu ciasnego wig-
zania: L = 16, N = 8.

1.2.3 Rozwiazanie analityczne

Dla zerowych potencjatéow V' = W = 0, dokonujac transformacji operato-
réw, model przedstawiony w rownaniach ((1.3H1.5) mozna rozwiazaé¢ analitycz-
nie. Niestety przy potencjatach réznych od zera V # 0, W # 0 model mozna
rozwigzywaé jedynie numerycznie za pomoca konstruowania petnej macierzy
hamiltonianu. Ten fakt zwigzany jest z tym, ze operatory typu 7n;n; po trans-
formowaniu do przestrzeni Fouriera traca swoja diagonalng strukture.

H= -ty (ewalrlai + h.c.)

Ponizej przedstawiono operatory a;, aI- poddane dyskretnej transformacji
Fouriera (DFT):

1 1kR; ~
a; = —= Yy e"hay
Vi
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1 )
az = — Z e_’kRi&L

gdzie k = %’rn, an=1,...L. Oczywiscie prawdziwe sa nastepujace wtasnosci

Q427 = Qf, O = A—g.

N 1 : 1
Ht = — t; <€Z¢\/N ; e—lk(RH'l)d};‘iN ; elpRZCL -+ h C > =
=—t Z Z (ew 1 Z e~ k=P Ri =ikt a, +h.c ) =
kK P N 7

=—1> Y (ewékpe_ikdzdp + h.c.) =ty (ewe_ip&;dp + h.c.) =
k P

=—ty (e’w-p)a;ap + h.c.) =Y ala, (ei«o—p) n e—z‘w—m) _
p

p

Rozwiazanie analityczne pozwolito weryfikowaé¢ poprawnos$é znajdowanych
wartos$ci whasnych Hamiltonianu podczas procesu petnej diagonalizacji w fazie
testowej przeprowadzonych obliczen.

1.2.4 Obserwabla pradu czastek
W badanych uktadach jedna z wazniejszych obserwabli jest prad czastek J.
- H
Prad mozna zdefiniowa¢ za pomoca wyrazenia j = 90 lub tez korzystajac
2
z rébwnania cigglosci:
o+ divy =0

gdzie p to operator gestosci czastek, ;‘to wektor pradu czastek. Dla naszego
jednowymiarowego uktadu réwnanie ciggtosci mozemy zapisa¢ w nastepujacy
dyskretny sposob:

d N A
—pi+Ji1—7.=0 1.6
" + Jiv1 —J (1.6)
gdzie gestos¢ czastek w wezle ¢ wyrazimy poprzez p; = azai i oczywiscie
L

J = Z J:. Pracujac w obrazie Heisenberga p w funkcji czasu ¢ przyjmie postaé

i=1
_ SiHt/n T —iHt/h : tod?| d JAx _ A Ax.
pi(t) = ett/hgla;e= it/ Korzystajac z Wlasnosc et = At

2mozna to pokazaé poprzez rozwiniecie operatora w szereg Taylora
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d d A A N
E’O :& ( th/haTaZe th/h) _ eZHt/hiHa;raie

:eth/hi [}AI’ aZai]e_th/h

—iHt/h ieth/ha;raiHeszt/h

Wracajac do réwnania (|1.6) otrzymujemy:

et/ (1[1617 ala;) + ji1 — 51) e~ —
0
Z[]f[, ajai] + ji+1 - jl =0 (17)

Wyznaczmy teraz komutator |[H aTai], pami¢tajac, ze nasz hamiltonian
H jest postaci jak w rownaniach 1 }

L
[H, ajaz] = |-t Z(ewa;[q-laj + h.C Z nj+1 +W Z n]n]+2a a;raz

=1 7j=1

tzL: ’“"[ Lla],alaz} +hc> =

,]:

ot
(e"aj, a; +h.c.) Lala;

I
r 1

|

~
= 1
I—IQ

[y

=1
:—ti(el‘P(a;Jrl({a],a;r}al CLI{CLJ,CLZ})—|—
i=1 — 0
(o o Jo) e -
0 041

- t(ei‘p (CLL_lClz‘ - ajaz‘—l) - h'c'>

Wracajac do réwnania ((1.7)):

i[H, ala;] + jior — ji =0

z( — t(ew(a;ﬁrlai — ajai,l) — h.c.)) +Jis1— i =0

—t(ie (al} 00 — afai_1) + he.) + Gipr — Gi = 0
—t(iei“"alrlai + h.c.) +t(2’ewa1ai_1 + h.c.) +Jis1—Ji =0 (1.8)

_3i+1 jl
Nastepujace poréwnania oznaczone w poziomych klamrach z réwnania (1.8])

maja sens poniewaz, jesli zsumowaliby$my po ¢ réwnanie ([1.8)) otrzymaliby$my
zera po obu stronach rownania:
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—t(iei“"ajﬂai + h.c.) + t(ie"“"ajai_l + h.c.) + jis1—7: =0

L L L L
-ty (z’ewajﬂai + h.c.) +t) (iewagai,l + h.c.) + quj+1 - ij =0
i=1 i=1 i=1

i=1

Wskazniki sumowania i mozemy przesuwaé: ¢ — i + 1 (PBC) i w wyniku
takiej operacji otrzymamy takie same wyrazy o przeciwnych znakach:

L L L L
—tz (iewahlai + h.c.) +t Z (z’ei‘palrlai + h.c.) + Zjiﬂ - Zjiﬂ =0
i=1

i=1 =1 =1

0=20

Ostatecznie wyznaczona z réwnania ciaglosci ((1.6) obserwabla pradu cza-
stek j ma postac:

j= tzL: (z’ewajﬂai + h.c.)
=1

Obserwabla pradu j to najwazniejsza obserwabla wyznaczana w tej pracy.
W dalszej czesci pracy przedstawiono obliczenia ewolucji czasowej stanow wta-
snych dla modelu ciasnego wiazania przy skokowej zmianie fazy
Peierlsa .



Rozdziat 2

Metody numeryczne

2.1 Algorytm Lanczosa

Dany podrozdziat zostal napisany na podstawie prac znajdujacych sie w bi-
bliografii na pozycjach: [7THI1].

2.1.1 Przestrzen Krylowa

Przestrzen Krylowa K to podprzestrzen liniowa R™ (lub ogélniej C™) gene-
rowana poprzez iteracyjne mnozenie wektora h € R,, przez macierz kwadrato-
wa A:

K = lin{h, Ah, A%h... A" 'K}

Wiele wspotezesnych iteracyjnych metod rozwiazywania zagadnienia wta-
snego macierzy opiera sie na korzystaniu z przestrzeni (czesciej z podprzestrze-
ni) Krylowa.

2.1.2 Metoda potegowa

Metoda potegowa to trywialny algorytm znajdujacy maksymalne wartosci
wtasne macierzy{lJA. Algorytm opiera si¢ na iteracyjnym generowaniu wektoréw
z przestrzeni Krytowa, z poczatkowego losowego wektora zy. Rekurencyjne
generowanie wektorow przebiega nastepujaco:

Az,
Tyl = —— (2.1)
T aall
gdzie || - || oznacza norme wektora. Dla n — oo norma wygenerowanego wek-

tora x, bedzie rowna wartosci wtasnej A;.

1Jedli jej wartodci whasne \; spelniaja warunek: [A;| > [Aa] > ...
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Dokonujac transformacji macierzy A macierza unitarna U mozna w skré-
cony sposob wyjasni¢ dziatanie algorytmu:

A=UAU = Udiag(\,)U ™

gdzie diag();) to diagonalna macierz wartosci whasnych. Transformujac do ta-
kiej postaci tatwo mozna pokazac, ze potegowanie macierzy sprowadza sie do
potegowania elementéw macierzy diag(\;):

A™ = Udiag(\;) U U diag(\)U ' -+ - Udiag(\)U ™" = Udiag(\})U ™
1

Macierz, ktéra posiada war- 3.5 T T T T T
tos¢ wilasng najwieksza, dla 31 e © 6 06 0 o |
n — oo bedzie podczas tego ® € e e~ o
algorytmu dominowaé¢ inne war- 25 L T ER2E S S
tosci wilasne. Jako przyktad za- ||z, ° @ § § § ?% § §
prezentowano zbieznos¢ warto- 2+ % 2 NN N NN
, . . 2 1 =
Sci wlasnej macierzy < 1 92 ); 1.5 § -
ktora posiada wartosci wtasne: 14 S
M =3 A =1 01 2 3 456 7 8 9

n
Rysunek 2.1: Zbieznos$¢ normy ||z,|| z réwnania
(2.1) dla losowego unormowanego wektora .

2.1.3 Generowanie bazy Lanczosa

W metodzie Lanczosa generowana jest ortogonalna baza {|f;)}+=4, bedaca
kombinacja liniowa wektorow przestrzeni Krytowa, w taki sposéb, aby prze-
transformowana macierz H miala postaé trojdiagonalng macierzy Ty, (stopien
H:n, H' = H). Wektor poczatkowy |fy) jest losowy unormowanym wekto-
rem 7z przestrzeni C". Konstrukcja kolejnego stanu |f;) odbywa sie w nastepu-
jacy sposob:

|f1> :H|fo> —a0|fo> (2‘2)

gdzie ag jest wspotczynnikiem na ktéry narzucono warunek ortogonalnosci do
poprzedniego stanu: (fy|f1) = 0.

{folfr) = (folH[fo) — ao{folfo) =0

o ol fo)
" (folfo)

2Wymagane jest, aby nie byt ortogonalny do stanu podstawowego [0): (1| fo) # 0

10
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Kolejny stan |fs) generowany jest poprzez uwzglednienie jeszcze jednego
parametru by, ktory zapewni nam trojdiagonalng postac:

|f2) = H|f1) — a1l f1) — bol fo) (2.3)

Wartosé parametru aq, by znowu wyznaczmy narzucajac warunki ortogonal-
nosci (folfe) = (filf2) = 0, pamigtajaé¢ oczywiscie o wezesniejszym warunku
(filfo) = 0. Réwnanie (2.3) mnozymy z lewej strony przez (fi|:

(filfo) = (filH|f1) — ar(fi]fr) — bo (fi|fo) =0
0

{(f1lH]f1)

L=
(filfr)
Do wyznaczenia by mnozymy rownanie ([2.3)) z lewej strony przez (fol:

<f0|f2> = <f0’H ‘f1> — <f0’f1> —bo<f0\fo> =0
i i

W celu wyznaczenia X sprzegnijmy po hermitowsku réwnanie ([2.2):

(fil = (folH — ag(fo]
(fol H = (fi] + ag(fo| = X

(<f1| +a3<f0|)|f1> — bo(folfo) =0

Ostatecznie otrzymujemy postac by:

{(f1l/1)
{fol fo)

Podobna procedure przeprowadzamy dla ogélnego stanu m + 1:

b():

|fm+1> = H|fm> - am|fm> - bm—llfm—1> (2'4)

<fm‘fm+1> = <fm‘H‘fm> - am<fm‘fm> — bm—1 <fm’fmfl> =0
0

(Sl H | fom)

T ol )

<fmf1‘fm+1> = <fmfl‘H‘fm> — Um <fm71’fm> _bm*1<fmfl‘fmfl> =0
0

(frtr| = (fnl H — ag,(fin] — by 1 (frn-1]

11



2.1. Algorytm Lanczosa Rozdziat 2. Metody numeryczne

<fm’ = <fm—l’H - a;kn—1<fm—1’ - b:n—2<fm—2‘
<fm71|H = <fm| + a:171<fm71’ + b:172<fm*2|

(nalfimsn) = (il + @it + Vool fnal ) [ fin) = bon o (fonal fina) = 0

{fmlfm)
<fm—1 |fm—1>

Aby przedstawi¢ macierz H w tej bazie nalezy skorzysta¢ z réwnania ([2.4)):

bm—l -

H|fm) = |fmt1) + am|fm) + bm-i| frn1)

Mnozac to réwnanie lewostronnie przez wektory (f_1|, (fim|, (fms1] do-
staniemy niezerowe elementy macierzy trodiagonalnej Tyy:

<fm+1|H|fm> = <fm+1|fm+1>

Rozwazania te dotyczyly stanéw |f,,) nieunormowanych. Dla bazy znor-
malizowanej |¢,,) mamy:

[fm)

v {Fml fom)

W takiej bazie macierz Ty, bedzie miata postac:

|Om) =

Vet eIV ol fond G| H|Sm) = (fonl f)

(finlfm)
m—1 | H|Om) = \| 77—
<¢ 1| ‘(b > <fm—1|fm—1>
¢m 1|H’¢m = m—l

Lt d (Gl H|bm) = am{fmtfm]
<¢m|H|¢m> = am

 mrl i)V Gl o (Dt [H|6m) = (| Frnrn)

<fm+1|fm+1>

(DmilHlom) =\ =57
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ao\/% 0
\/b_oal\/b—l

Tir, = Vi

L g br—1
0 Vo1 ay,

Dzieki otrzymanej macierzy Ty, w bardzo prosty sposéb mozna otrzymac
k (wybrane z widma) wartosci wlasne macierzy H, stosujac znane algorytmy
diagonalizacji macierzy gestych (lub specjalne dla macierzy tréjdiagonalnych).
Nalezy podkresli¢, ze zbiezno$¢ wartosci jest najszybsza na skrajach widma
macierzy H. Najwieksze korzysci z zastosowanego algorytmu pochodza od wy-
miaréw macierzy — stopien Ty, wynosi k. W przeprowadzonych obliczeniach
wartos¢ k < n. Dla przyktadu, w pracy wykonywano obliczenia na macierzach
o stopniu n = 131072, w tym przypadku wystarczajacy wymiar k dajacy po-
prawne wyniki to k& = 50. Zakladajac, ze sa to macierze geste o elementach

standardowych complex<double>16B to koszt pamieciowy macierzy H wynosi
okoto 256 GB, a macierzy T}, 39 kB.

2.1.4 Implementacja algorytmu

W poprzednim podrozdziale opisana zostatla metoda generowania bazy
Lanczosa, ktora rézni sie od metod zaimplementowanych bezposrednio w kom-
puterach. Problem moze pojawié¢ si¢ przy metodach bezposrednich przy nor-
malizacji, kiedy norma wektora jest bardzo duza. Moze to prowadzi¢ do nie-
stabilnosci algorytmu, dlatego proces normalizacji przeprowadza sie podczas
generowania stanéw bazy Lanczosa:

1

Omi2) =~ (H|Oms1) = aunlGr1) = bl
|Om2) <¢m’¢m>( [Gms1) = amldmss) = bnldm))

W pracy korzystano z algorytmu w nastepujacej postaci w pseudokodzie:
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2.1. Algorytm Lanczosa Rozdziat 2. Metody numeryczne

Algorytm 1 Algorytm lanczosa dla macierzy A, k krokéw.

1: function LANCZOS(A, k)

2 |vg) = random();

3 o) = A-vo);

4 af0] = (volvr);

50 i) = [or) = of0] - [vo);

6 nrm = /(vq|vy)

7 for:=1,1<k, i++ do

8 lvg) = A - |v1);

9: ali] = (v1]va);

10: [v2) = [v2) = ali] - |v1);
11: Bli — 1] = nrmy;

12: |vg) = |vg)— nrm -|vp);
13: nrm = y/(va|vg);

14: |vg) = |vg) / nrmy;

15: lvo) = |v1);

16: |v1) = |va);

17: end for
18: end function

Niestety taki algorytm dla bardzo duzych wartosci k bedzie generowat sta-
ny, ktére beda tracity swoja wtasnosé ortogonalnosci — doktadnos¢ numerycz-
na. W celu zwigkszenia doktadnosci nalezaloby po kazdej generacji kolejne-
go wektora przeprowadzi¢ procedure reortogonalizujaca baze wygenerowanych
wektoréw (np. poprzez ortogonalizacje Grama-Schmitda).

2.1.5 Generowanie stanu podstawowego

Stan podstawowy [¢) generujemy sumujac wektory bazy Lanczosa |¢y,),
a nastepnie domnazajac je przez odpowiednia wspotrzedng wektora wlasnego
w dla odpowiadajacej mu najmniejszej wartosci wlasnej macierzy Tyy:

k

Z )| G-

W algorytmie nie przechowywano wszystkich wektorow |¢,,) (jedynie 3 ostat-
nie dla kazdej iteracji m : |¢m1), |Om), |¢m—1)), a procedure ich generacji
rekurencyjnej uruchomiano po procesie diagonalizacji macierzy Tk, co zdecy-
dowanie oszczedzito pamieé.

2.1.6 Generowanie stanéw dla dowolnej temperatury

Przedstawiony algorytm Lanczosa daje mozliwo$¢ poprawnego wyznacze-
nia stanu jedynie na brzegach widma — tzw. ground state. Podczas obliczen

14



Rozdziat 2. Metody numeryczne 2.1. Algorytm Lanczosa

zalezy nam na obserwacji propagacji stanéw o ustalonej temperaturze. W dal-
szej czesci postugujemy si¢ odwrotna temperaturaE B. W przyblizeniu § mozna
powiazaé z energia kinetyczna Ej, nastepujaca zaleznoscia [12]:

3L
2

W celu znalezienia stanu o okreslonej energii wprowadza sie specjalny ope-
rator K:

Ek:%

K= (H—\1)?

Mozna pokazaé, ze tak stworzony operator ma taka wtasnosé, ze dla zada-
nej energii A wygenerowany bedzie stan najblizszy do energii A\. Przesuwajac
widmo operatora H o energie A mozna generowac¢ stany ze ,Srodka widma’”.
Rozwiazujac zagadnienie wtasne operatora K przy otrzymanych wartosciach
wtasnych k£ = 0 otrzymujemy stany wlasne operatora H o energiach .

Hp) = Alp)
(H = AL)|¢) =0
(H = A1)%[¢) =0

Kly) =0

K[y) = k)
k=0
Na rysunku (2.2)) pokazany zostal przyktad dziatania algorytmu dla hamil-
tonianu modelu ciasnego wigzania (réwnania 1.5) o L = 10, N = 5 dla
potencjaléow V =W = 0.

ko

O R N Wk 0t & N o ©
T

I
—_

-0 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

A

Rysunek 2.2: Wykres energii wlasnej k (najmniejszej) operatora K od ener-
gii .

3gdzie 8 to odwrotno$é temperatury T: 3 = kB%, a kp to stala Boltzmana
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2.2. Ewolucja czasowa Czebyszewa Rozdziat 2. Metody numeryczne

2.2 Ewolucja czasowa Czebyszewa

Dany podrozdziat zostal napisany na podstawie prac znajdujacych sie w bi-
bliografii na pozycjach [13, [14].

2.2.1 Wielomiany Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa to uktad wielomianéw ortogonalnych. Ich definicja
rekurencyjna jest nastepujaca:

To(z) =1
Ti(z) ==z
Ty(z) = 20T () — Ti—a(x) (2.5)

gdzie T} jest wielomianem Czebyszewa pierwszego rodzajurzedu k,ax € [—1,1].

Przyjmujac taka definicje, mozna wykaza¢, ze wielomiany, ktére spetniaja
rownanie (2.5)), mozna przedstawi¢ w postaci:

Ty (z) = cos(k arccos(z)) (2.6)
U

Aby pokazaé ten zwigzek skorzystano ze znanej tozsamosci trygonometrycznej:

cos acos ff = 1(cos.(()z + ) + cos(a — [3)) (2.7)
2 N—— —
W 6
COS@/JJrcos@:Zcosw;_ecosw;e

Nastepnie dokonano podstawienia: ¢ = ky, 6 = (k — 2)p, gdzie k € N:

cos ko + cos(k — 2)p = 2 cos[(k — 1)¢] cos ¢
cos kg = 2cos[(k — 1)p]cosp — cos(k — 2)p
Podstawiajac = cos ¢ otrzymujemy definicje rekurencyjna z réwnania (2.5):

cos kg = 2x cos[(k — 1)¢| — cos(k — 2)p
———

T () Ti—1(x) T2

16



Rozdziat 2. Metody numeryczne 2.2. Ewolucja czasowa Czebyszewa

2.2.2 Ortogonalno$¢ wielomianéw Czebyszewa

Pracujac w przestrzeni wielomianéw Czebyszewa definiujemy nastepujacy
iloczyn skalarny:

(fl9) = [ w@)f(@)g(x)ds

=

gdzie w(z) to wagowa funkcja w(z) = - =—.

Pokazemy teraz, ze wielomiany dla dowolnego n # m sa ortogonalne przy
tak zdefiniowanym iloczynie skalarnym, czyli:

vn,m <Tn‘Tm> = Oénanm

gdzie 0,,, to delta Kroneckera, a a,, to wspotczynnik, ktory wynosi 1 dlan =0
i % dla n # 0.

O

Rozwazymy trzy przypadki:
1) n#m:

(To|T) = / w(@) T () T () dt =

T/1 — 22

1 1
= / — —————cos(n arccos(x)) cos(m arccos(z))dz =
S

Dokonano podstawienia zmiennych ¢ = arccosz, 9% = —\/1%7, a nastepnie

’ dx
skorzystano z tozsamosci (12.7)):

2) n =m # 0 — wréémy do catki oznaczonej *):

1 1 11 1
o 0/ (cos(0) + cos(2nt)) dt = 5 + 525 sin(2nt)‘0 =3

17
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3) n =m =0 — wréémy do catki oznaczonej *)

2171 / (cos(0) + cos(0))dt =1

[
Ostatecznie:
0 :n#m
(TT) =31 in=m=0 (2.8)
% n=m%#0

2.2.3 Rozwiniecie funkcji w szereg Czebyszewa

Zbiér wielomianéw Czebyszewa tworzy ortonormalng baze, a zatem kazda
funkcje kawatkami gtadka i ciagta na przedziale —1 < 2 < 1 mozna zapisac¢ za
pomoca rozwinigcia w nastepujacy szereg:

x) = kf: cxTy(x)

Pomnozymy obie strony réwnania przez ‘ cw(x)T,(x):

w(@)f (@) Ta(e) =3 cpw(e)Th(@)To(x)

(1T, —ic (/1)

(T~
——
5k:n

(f1Tk)
(Tk|Tk)

Wspédtezynnik ¢ dla k = 0 wynosi ¢g = (Tp|f), adla k > 0: ¢, = 2(T}|f).
Definiujac nowe wspétezynniki oy = (Tx|f) otrzymujemy nastepujaca postaé
rozwiniecia funkeji f(x):

£(2) = (Tl ) Tofw) imf Ti(@) = a0 +23" ayTi(a)

k=1

Ostatecznie:

C, —

e
Taka postaé jest najczesciej spotykana w literaturze.

18
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2.2.4 Propagacja czasowa wektora stanu

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera dane jest wzorem:

ihl(t)) = H ()| (t))

Ogoélne rozwiazanie tego réwnania ma postac:

(1)) = U(0,1)]4(0))

gdzie U(0, ) to operator propagacji czasu od czasu 0 do czasu t. Analitycznie
taki propagator ma postac:
t A
—i [[H(r)dr/h
U(0,t) =Tre

gdzie T to operator uporzadkowania w czasie. Na potrzeby obliczen nume-
rycznych dziatanie takiego operatora mozna zastapi¢ rekurencyjnym dziata-
niem operatora o matym kroku czasowym 6t, zakladajac wtedy pelna liniowos¢
operatora H na tak malym przedziale.

U(0,t) = (Sltirr%) U(t —dt)---U(dt,25t)U(0, 6t)
Korzystajac z tych zatozen operacja rekurencyjna ewolucji czasowej wek-

t
tora stanu dla ciggu czaséw {tn}‘o ma nastepujaca postac:

[(ta)) = e DR, ) (2.9)

Aproksymacje operatora e~ (t)5t/h mo7ma dokonad korzystajac z wczedniej

wyprowadzonego rozwiniecia funkcji w szereg Czebyszewa.
Analitycznie mozna obliczy¢ rozwinigcie funkeji postaci f(z) = e ™! (pa-
mietajac, ze x € [—1,1]):

f(l’) = Qg + 2 ki Oéka(l’)

(z)e dx =

F11
ay = (f|Tk) = /WmTk
1

Dokonano podstawienia zmiennych x = —y, g—g = —1 i skorzystano z wtla-
snoéci parzystosci wielomianéw Czebyszewa Ty (—z) = (—1)*T,(x):

1
1 1 . 1 1 ,
= [ Ti(—y)etd :/fi 1T (y)etdy =

/7‘(‘ 1_y2 k( y>e Yy WW( ) k(y)e Yy

= | ————(—1)"cos(k arccos y)e*'dy =

N
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Dokonano podstawienia zmiennych § = arccosy, % = —

0 T
1 1 ,
/— Fcos(kf)e s Otdg = (— )k/—cos(kG)e”OS(e)'th =
7T 7r

L ™

—(—1)k / cos(kB)e < Otdg = (—i)k (1)
0

Jr(t)

ar(t) = (=i)" Ji(t)

gdzie J, to funkcje Bessla pierwszego rodzaju rzedu k.

Dla badanego uktadu w tej pracy, czyli jednowymiarowej sieci bezspino-
wych fermionéw w formalizmie drugiej kwantyzacji, hamiltonian H posiada
skonczone spektrum energetyczne zawierajace sie w przedziale [Fiin, Fmax]-
W pierwszym kroku dokonujemy transformacji liniowej H — H tak aby nasze
widmo zmiescito sie w przedziale [-1,1]:

~ 1 -
H=-(H-101)

a

Wspotezynniki a, b wyznaczamy znajac wartosci Fi,, Fmax, ktore bardzo
tatwo mozna wyznaczy¢ korzystajac z algorytmu Lanczosa.

1
a :i(Emax - Emin + 5)

1
b :g(Emax + Emin)

€ :a(Emax - Emin)
wartos¢ ¢ w wyznaczaniu wartosci a uwzglednia btad wyznaczenia przedzia-

hu energetycznego, tak zeby cate widmo zostato przeskalowane do przedziatu
[-1,1]. Niepewnos¢ na stale ustalana jest na warto$é¢ o = 0.01.

Transformujac hamiltonian do H i rozwijajac eksponente z réwnania ||
otrzymujemy:

|¢<tn>>=e-ib5t/ﬁ( S(adt/) + 2" an(adt/ BT >) ()

k=1

Wracajac do definicji rekurencyjnej wielomianéw Czebyszewa ([2.5]) problem
aproksymacji propagatora sprowadza si¢ do operacji mnozenia macierz razy
wektor z odpowiednimi wspotezynnikami ay:
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To(H) =1
T.(H)=H
Tw(H) = 2HT,_1(H) — Tj,_o(H)
Wprowadzajac wektory pomocnicze |1 ) zdefiniowane jako |v) = Ti(H)[¢(tn—1))
otrzymujemy zaleznosé¢ rekurencyjna:

’V0> = W(tn—l))
1) = H[(t,-1))
Vi) =2H |vj—1) — |Vj2)

[(t)) = =/ (a0<a5t/h>|uo> S ak<a5t/h>|uk>)

k=1

Oczywiscie przy oblicze- 10° [
niach numerycznych nie mo- 107 I
zemy obliczy¢ sumy nieskon- 10 i
czonej liczby elementow sze- 1076
regu, najczesciej wyznacza sie¢  |ay| 1078 -
sume M = 5 + 15 elemen- 1010 [
tow, co w zupelnosci wystar- 10-12 [
cza do odtworzenia wynikow 10-14 [
analitycznych. Warto zwrocic¢ 10-16

uwage, ze wspOlczynniki ay 01 2 3 45 6 7 8 9
dla ustalonego kroku 6t nie :

zmieniajg sie, wiec wystarczy

je raz obliczy¢ i przechowy- Rysunek 2.3: Wykres wartoéci bezwzgledne;

waé w pamieci. wspOtezynnikéw || rozwiniecia w szereg Cze-
byszewa funkcji e,

1
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Rozdzial 3
Wyniki

3.1 Parametry

Dany podrozdzial zostal napisany na podstawie pracy znajdujacej sie w bi-
bliografii na pozycji [15].
3.1.1 Sprzet komputerowy

Ponizej podano specyfikacje sprzetowa komputera PC (wraz z wybranym
systemem operacyjnym), na ktérym prowadzone byty obliczenia:

Procesor Intel(R) Xeon(R) E5-1620 @ 3.50GHz (8 watkéw)
Ptyta gtéwna Dell Inc. 0K240Y
Pamie¢ RAM Samsung, M393A5143DBO-CPB 4x4GB @ 2133MHz
System operacyjny Ubuntu 14.04.4 LTS

3.1.2 Oprogramowanie

Programy wykonujace symulacje zostaly napisane w jezyku C++ z wyko-
rzystaniem biblioteki Armadillo[I5]. Wybrano te biblioteke ze wzgledu na jej
prostote 1 ogromng wydajnos¢. Domyslnie Armadillo uzywa biblioteki BLAS do
mnozenia macierzy i innych podstawowych operacji, ale mozna dotaczy¢ inne
biblioteki np. OpenBLAS, ktéra jest wielordzeniowa wersja biblioteki BLAS (ob-
liczenia réwnolegte). Mozna wykorzystaé¢ réwniez biblioteke NVBLAS czy ACML,
w celu wykorzystania mocy obliczeniowej kart graficznych (GPGPU) do obli-
czen numerycznych.

Ponizej zaprezentowano wykres, na ktérym poréwnano wydajnosci wybra-
nych popularnych biblioteK'] Pomiar wydajnosci odbywat sie poprzez pomiar
czasu rozwigzywania problemu uktadu liniowego:

"'Wykres na podstawie danych z postu dostepnego na witrynie internetowej: http://
nghiaho. com/?p=1726 [dostep online 24.06.16)
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AX =B

gdzie A jest macierza o wymiarach N x M, N jest duzo wieksze niz M, a B
jest macierzg o wymiarach N x 1. Dla przedstawionych danych N = 1 000 000,
a M = 16.

Armadillo+OpenBLAS

0 1000 2000 3000 40?? 5000 6000 7000 8000
t|s

Rysunek 3.1: Wykres poréwnujacy dziatanie wybranych bibliotek.*

Jak wida¢ z wyzej wymienionych bibliotek podczas rozwiazywania wspo-
mnianego wczesniej problemu biblioteka Armadillo wraz z OpenBLAS jest naj-
bardziej wydajna pod wzgledem czasowym.

3.2 Ewolucja czasowa

Dany podrozdzial zostat napisany na podstawie prac znajdujacych sie w bi-
bliografii na pozycjach [4, 16].

3.2.1 Poréwnanie z metoda Eulera

Pracujac w obrazie Helsenberga mozna analityczne znalez¢ posta¢ pradu
czgstek w funkcji czasu t: (7)(t) oraz energii ukladu w funkcji czasu t: (H)(t)
dla modelu ciasnego wiazania (réwnania dla potencjatow V =W =0
i przy zmieniajacej sie liniowo fazie Peierlsa ¢ = —F't. F' jest to stata odpo-
wiedzialna za szybko$¢ zmiany pola magnetycznego, w ktérym znajduje sie
badany uktad. W obrazie Heisenberga ewolucja w czasie dowolnej obserwabli
hermitowskiej A dana jest nastepujacym réwnaniem:

A0y = L Ay + w12 )
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Policzmy %(3} ~ obserwabla pradu j komutuje z hamiltonianem H, jegli
V=W =0, a zatem:

d -

F0) = FWILI )+ Wi lw) (1)

©
—~
-F

Latwo mozna zauwazy¢, ze :

9 -
9 _ g
dp
Wracajac do réwnania (3.1) otrzymujemy:
d . i

SG) = —F()

Analogicznie policzono %(f] ) otrzymujac:

dt

Ostatecznie otrzymano uktad réwnan rézniczkowych:

{i@ — —F(M)
SH) = F{

Rozwiazaniem takiego uktadu (co do statej a) jest:

{(j} (t) = acos (%t)
(H)(t) =asin (§t)

Badanie takiej ewolucji moze postuzy¢ do weryfikacji poprawnosci imple-
mentacji algorytméw omawianych w rozdziale 2. Odlozenie tych funkcji na

wykresie parametrycznym ((j), <H ))(t) powinno da¢ w wyniku okrag.

Ponizej zaprezentowano (rysunek [3.2)) poréwnanie dziatania metody propa-
gacji Czebyszewa opisanej w sekcjiﬁlasycznad metoda Euleraﬂ do rozwigzy-
wania réwnan rozniczkowych. Rozwiazywano rownanie Schrodingera w zalez-
nosci od czasu dla stanu podstawowego wygenerowanego dla uktadu o L = 12,
N = L/2 i oczywiscie z V. = W = 0 i calka przeskoku ¢ = 1, dla metody Cze-
byszewa brano M = 10 wielomianéw Czebyszewa do rozwinigcia propagatora
CZasowego.

Metoda Eulera okazuje sie catkowicie bezuzyteczna przy takich zagadnie-
niach numerycznych, dopiero przy ekstremalnie matym kroku czasowym At

2Korzystano z metody Eulera wg. schematu: [¢(t,)) = |[¢(tn_1)) — At%ﬁ(tﬂd)(tn_l».
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Rozdziat 3. Wyniki 3.2. Ewolucja czasowa

daje w przyblizeniu poprawne wyniki, za to algorytm Czebyszewa jest bardzo
stabilny. Bledy pojawiaja sie dopiero przy duzych krokach czasowych (At > 1).

15 T T T T T
10 L Euler
Czebyszew ]
TN i — N

5ol { 7N
MBI

\\nY/

N
I I
P I,
ﬁ
.

10 \\ \// E é \g gr
15 At =0.01 Ab=10:001— At = 0.0001
-15-10 -5 0 5 10 15-15-10 -5 0 5 10 15-15-10 -5 0 5 10 15
(H) (H) (H)

Rysunek 3.2: Poréwnanie efektywnosci metody Eulera z metoda Czebyszewa.
Obliczenia wykonywano przy zatozeniu jednostek h = 1, dla czaséw t € [0, 30]
(na wykresach zaznaczono kroki czasowe), punkt startowy ewolucji to: (—a, 0).

3.2.2 Relaksacja pradu

_ Inng weryfikacja napisanych kodéw byto badanie ewolucji obserwabli pradu
() dla dwoch przypadkow: V =1, W = 0 oraz V = W = 1 przy skokowynf]
przetaczaniu fazy ¢ od wartosci —7 do 7 (pracowano w jednostkach i = 1):

] 3

Rysunek 3.3: Wykres skokowej zmiany fazy .

Ewolucji poddawano stany wygenerowane o odwrotnej temperaturze
f = 0.2 dla uktadu L = 24, N = L/2 hamiltonianu dla modelu ciasnego
wiazania z odzialywaniami (réwnania 1.5)).

Przypadek, gdzie V =1, W = 0 odpowiada uktadowi catkowalnemu, prad
w takim uktadzie pomimo nieprzyktadanego pola poza krotkim impulsem nie

30dpowiada to nieskonczenie krétkiemu impulsowi przylozonego pola elektrycznego
FE nad ukladem.

25



3.2. Ewolucja czasowa Rozdziat 3. Wyniki

zanika. W przypadku V = W =1 prad relaksuje — po pewnym czasie zanika.
Na rysunkach , przedstawiono otrzymane wyniki. Porownano tutaj
dziatanie algorytmu Czebyszewa z metoda Eulera. Maksymalny krok, ktory
nie dawat rozbieznych wynikéw podczas ewolucji takiego uktadu dla metody
Eulera wynosit At = 0.0005. Zaznaczony fragment na wykresach, odpowia-
dajacy ewolucji metodg Eulera, liczony byt przez okoto 72h. Oszacowano, ze
obliczenia dla tej metody dla zakresu czaséw ¢ € [0, 100] trwatby okoto pét ro-
ku. W tym zakresie czasow, dla metody Czebyszewa obliczenia trwaly ponizej
24h.

Buler Af = 0.0005 mm—
2.5 Czebyszew At = 0.05 —— |1

0 10 20 30 40 50 60 70O 8 90 100
t

Rysunek 3.4: Wykres (j)(t) dla V =1, W = 0.

Euler At = 0.0005 m———
Czebyszew At = 0.05 —— |

3 i
2.5 h\ i
9 \
~———

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Rysunek 3.5: Wykres (j)(t) dla V =1, W = 1.
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Podsumowanie

Podsumowujac, w pierwszym rozdziale czytelnik zostal wprowadzony w teo-
rie i model nanodrutu opisywany hamiltonianem modelu ciasnego wiazania,
w drugim rozdziale przedstawiono zasade dziatania algorytméw: Lanczosa i Cze-
byszewa, a w ostatnim rozdziale zaprezentowano otrzymane wyniki wykorzy-
stujac w tym celu opisane wczesniej algorytmy.

W odréznieniu od algorytmu Czebyszewa, ktory mozna stosowaé z wzgled-
nie duzymi krokami czasowymi At unikajac przy tym duzych bltedéw nume-
rycznych, dos¢ naiwny schemat Eulera catkowicie nie nadaje sie do propagowa-
nia wektoréw stanu przy badaniu modeli nanodrutéw kwantowych. W drugim
rozdziale pokazano duzg stabilno$¢ algorytmu Czebyszewa pomimo duzego kro-
ku czasowego.

Wykorzystujac algorytm Lanczosa, na wspélezesnych komputerach (stan-
dardowych) jesteSmy w stanie rozwiazywaé zagadnienia dla uktadéw do roz-
miaru okoto L = 30. Stosujac procedure pelnej diagonalizacji limit rozmiaru
uktadu jaki mozemy rozwiazaé jest sporo mniejszy i wynosi okoto L = 18.
Oczywiscie przewaga procedury petnej diagonalizacji jest doktadnosé oraz fakt
otrzymania pelnego zestawu stanéw wlasnych uktadu. Ogromna przewaga al-
gorytmu Lanczosa nad procedurami petnej diagonalizacji jest mozliwos¢ bada-
nia uktadéw o duzo wiekszym L, co pozwala lepiej badac¢ uktad pod kierunkiem
dazenia do granicy termodynamicznej (L — 00).
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